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Avant-propos

Cet ouvrage d’exercices et de méthodes s’adresse aux ¢éléves de deuxieme année de
classes préparatoires scientifiques PC et PSI. Il est divisé en vingt-trois chapitres,
consacrés chacun a une partie du programme de deuxiéme année.

Ces 103 exercices incontournables vous serviront aussi bien pour la préparation de
I’écrit que de I’oral des Concours d’entrée aux Ecoles d’Ingénieurs.

Dans chacune des 10 parties de 1’ouvrage, vous trouverez un sommaire avec la liste
des exercices classés par thémes. Dans le titre de chaque exercice, vous pouvez
savoir si I’exercice concerne la filiere PC, la filiere PSI ou les deux. Un astérisque
signale un exercice plus délicat.

Avant d’aborder la résolution de 1’exercice, une analyse du probléme est proposée
systématiquement. Un rappel de cours succinct permet d’insister sur les notions uti-
lisées ultérieurement. Une méthode systématique de résolution des exercices
vous est proposée.

La solution de I’exercice est alors entiérement décortiquée :
« utilisation de la méthode de résolution ;
* rubrique « Attention » qui identifie les erreurs a éviter ;
* résolution proprement dite.

Bon courage !

Pour bien utiliser cet ouvrage:

@ Cet encadré met en avant un piege a éviter

Le stylo-plume vous signale 'étape de la rédaction finale.
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Etude cinématique
et dynamique
d'un solide

Exercice 1.1 : Pendule pesant (PC-PSI)

On considére un pendule pesant homogéne dans un plan vertical en rotation
autour d’un axe fixe Oz, de moment d’inertie J par rapport a cet axe et de masse
m. La distance entre O et le barycentre G du pendule est notée a. La liaison pivot
est supposée parfaite. A t = 0, le pendule pesant est laché sans vitesse initiale
avec un angle 6y < 1 par rapport a la position d’équilibre.

Déterminer par deux méthodes 1’expression de # en fonction du temps.

Analyse du probléeme

Cet exercice traite d’un solide en rotation autour d’un axe fixe. On va obtenir
1I’équation différentielle du mouvement par deux méthodes :

* Premiére méthode : utilisation du théoréme du moment cinétique.

* Deuxiéme méthode : raisonnement énergétique. Le systéme étant conservatif, il
est souvent intéressant en mécanique d’utiliser la conservation de I’énergie méca-
nique. En calculant la dérivée de 1’énergie mécanique par rapport au temps, on en
déduit 1’équation différentielle du mouvement.

Cours: Liaison pivot parfaite

Quand on a uniquement une rotation autour d’un axe fixe A, on dit que I’on a une liaison
pivot. Si cette liaison pivot est parfaite, alors le moment de la liaison est nul par rapport a
I’axe A et la puissance de la liaison est nulle puisque P = C'pw =0

M éthode pour bien démarrer les exercices de mécanique du solide

On utilisera la méthode systématique pour démarrer les exercices de mécanique du solide :
a) Définir le référentiel et les axes de projection.

b) Effectuer le bilan des actions.

c¢) Déterminer les différents €léments cinétiques.

d) Théorémes généraux de la mécanique : théoréme de la quantité de mouvement, théoréme
du moment cinétique, raisonnement énergétique.
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l'axe A est 'axe Z'Z orienté suivant +0. La vitesse angulaire est 0 que l'on

note également w.

a) Référentiel : % = (O; Uy, Uy, 0z.t) terrestre galiléen

b) Bilan des actions :

® Le moment de l'action de la liaison pivot est nul puisque la liaison pivot
est parfaite.

* Les forces de pesanteur sont équivalentes pour un solide a une force

unique appliquée en G et égale a P =mg. Il reste a déterminer le
moment du poids par rapport a l'axe A.

Le moment du poids peut se calculer avec la relation : force x longueur du bras
de levier=mg x OH = mga sin 6. Il reste a mettre le bon signe devant cette der-
niére relation. Si sin 6 > 0, le poids a tendance a faire tourner dans le sens des
aiguilles d’une montre. En appliquant la régle de la main droite, le pouce est diri-
gé suivant (—Uz). Il faut donc mettre un signe —, soit I'a (poids) = —mga sin

c) Eléments cinétiques :

Le pendule pesant est de moment d’inertie J par rapport a laxe A. Le

moment cinétique par rapport a laxe A est :
OA = Jw

L'énergie cinétique est :

1
EC = Esz

d) Premiére méthode : théoréme du moment cinétique en projection sur
l'axe A

Théoréme du moment cinétique par rapport a l'axe A :

d
Jd—f =T'A = —mgasin 6
On en déduit l'équation différentielle :

. mga
9+Tgsin0=0
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Chapitre 1 - Etude cinématique et dynamique d’un solide

Si 6 « 1, on a l'équation d'un oscillateur harmonique :

0+ w%ﬂ =0
mga
avec wy = Tg
La résolution de loscillateur harmonique est : 6= Acos (wot)

+B sin (wot). On en déduit que : 0 = — Awg sin (wot) + Buwg cos (wot)
At=0,0onaf=0etfd=0.0n en déduit immédiatement que : A= wy et
B =0.
D'ou

0 = 6y cos (wot)

Deuxiéme méthode : raisonnement énergétique

Le moment de l'action de liaison est nul. L'action de contact est donc conser-
vative.

Le poids dérive d’une énergie potentielle : Ep = —mgxg.

@ Attention au signe — car ’axe OX est dirigé vers le bas.

¥

Comme toutes les forces sont conservatives, le systéme est conservatif.
L'énergie mécanique se conserve donc au cours du temps.
On a donc :

1.
Em=Ec+Ep= EJHZ—mgacosezcte

On obtient l'équation différentielle du mouvement en dérivant l'énergie
mécanique par rapport au temps.

dE ,

?’" =0 = JOH + mgad sin 0
En simplifiant par @ qui est une solution parasite, on retrouve bien l'équa-
tion différentielle précédente :

é+$sin9=0

Exercice 1.2 : Machine d’Atwood (PC)

On considére une machine d’ Atwood constituée d’une poulie immobile, d’un fil
ne glissant pas sur la poulie et deux masses m et m'’. La poulie est en rotation

autour de I’axe A = Oz, de masse M, de moment d’inertie Jo; =

2
et de

rayon R. La liaison pivot est supposée parfaite.
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Déterminer I’expression de w en fonction du temps sachant qu’at = 0, w = 0.

Analyse du probleme

On utilisera la méthode systématique pour démarrer les exercices de mécanique du
solide :

» Définir le référentiel et les axes de projection.
+ Effectuer le bilan des actions.

* Déterminer les différents éléments cinétiques. On utilisera la formule de
Varignon pour deux points appartenant 4 un méme solide.

* Théorémes généraux de la mécanique : théoréme de la quantité de mouvement,
théoréme du moment cinétique, raisonnement énergétique.

2@ a) Référentiel 9 = (O; Uy, Uy, 0z t) terrestre supposé galiléen.

b) Bilan des actions :

mg

v oY

On pose T = Ty et T = T'Uy.
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Chapitre 1 - Etude cinématique et dynamique d’un solide

Remarque

On consideére toujours, sauf indication contraire, un fil idéal, ¢’est-a-dire de masse
nulle et parfaitement souple. Si le fil est tendu, sa tension est uniforme le long du
fil. Le fil exerce sur une extrémité une force T et sur I’autre extrémité une force —T.

%, c) Eléments cinétiques :

On a un solide en rotation autour de l'axe Oz repéré par l'angle . La vites-
se angulaire est w = 6. Le vecteur rotation est :

-

(:} = w Uz
Bien vérifier avec la main droite que si 6 augmente, w > 0 et le pouce est bien
dirigé suivant (+Uz).

Remarque

Les vitesses de deux points A et B appartenant a un méme solide sont reliées par la
formule de Varignon ou relation du champ des vitesses :

U(A)y =0 (B)y + @A BA

en notant @ le vecteur rotation du solide par rapport au référentiel N .

Zﬂ Il n'y a pas de glissement au point A. La vitesse du fil au point de contact
est la méme que la vitesse de la poulie au point de contact. Pour la poulie,

on peut appliquer la formule de Varignon :

0 0
5A=ﬁo+@AO_A= 0 A —RIRWUX
w 0
De méme, pour le point B, on a:
0 0
g =V0+WA0OB=|0 A|R = —Ruwiy
w 0

Tous les points du fil ont la méme vitesse. On a donc va = vy = Rwily et
g = Uy = — Rwily

d) On a quatre inconnues : T,T',R et w.

Il faut donc quatre équations : PFD (principe fondamental de la dynamique)
au point N, PFD au point N’, théoréme de la quantité de mouvement a la
poulie et théoréme du moment cinétique a la poulie.

PFD au point N en projection sur OX :

dw
——=mg—T (eq.1)

mR =
dt
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PFD au point N’ en projection sur OX :
d
—m’Rd—f =mg-T (eqg.2)

Théoréme de la quantité de mouvement a la poulie en projection sur OX.
La poulie est en équilibre. On a donc :

T+T +Mg—Ry=0 (eg.3)

Théoréme du moment cinétique en O appliqué a la poulie :
Bilan des moments des actions extérieures :

e poids Mg de moment nul puisque la force est appliquée au point O.
® Le moment de l'action de la liaison pivot est nul puisque la liaison pivot
est parfaite.

* [o (T) = OAA T = —Riiy A Tl = RTG,
° fo (1_;/> = ? /\-F/ = Rl_jy/\T/l._jx == _RT/UZ
La projection du théoréme du moment cinétique sur l'axe Oz s'écrit :

d MR?d
A T8 S RT - RT
dt 2 dt
En simplifiant, on a :
MR dw
——=T-T 4
> d (eq.4)
Pour finir la résolution, on effectue la combinaison linéaire (4) 4+ (1) — (2) :
MRd d d
e mg — mR _ m'g — m R
2 dt dt dt
En simplifiant par R, on a :
dv (MR
——=—+mMR+mMR|=mg—-m
dat ( y TR ) g-mg
On sépare les variables :
mg — m'g
dw =

MR + mR+mR
On integre entre linstant initial et linstant t :

(m—m)g

t
R(% +m+n)

w =

Interprétation physique :
dw
Sim> m', alors T > (. C'est tout a fait cohérent.

L'équation (4) permet de déterminer la réaction du support pour maintenir
la poulie a l'équilibre.
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Chapitre 1 - Etude cinématique et dynamique d’un solide

Exercice 1.3 : Yoyo (PC)

On considére un yoyo constitué d’une poulie qui se déroule sur un fil. La poulie
2

est de masse M, de moment d’inertie Jg; = et de rayon R.

Déterminer I’expression de v la vitesse du point G sachant qu’at =0, v = 0.

H B

r’y

\
G /N
Analyse du probléme

On utilise la méthode systématique pour bien démarrer les exercices de mécanique
du solide : référentiel et axes de projection, bilan des actions, éléments cinétiques et
théorémes généraux de la mécanique. On exprimera les €léments cinétiques en
fonction de la vitesse angulaire w puis en fonction de v.

z@ a) Référentiel : % = (O; Uy, 0y, 0z,t) terrestre supposé galiléen.

b) Bilan des actions :

H 0
©
z
2
Y
X
N
~ -7
¢l v
MGV

Le fil est supposé idéal. Il exerce sur une extrémité une force T et sur lautre
extrémité une force —T. On pose T = T Uy.

c) Eléments cinétiques :

Le vecteur rotation est @ = wUs.
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La poulie se déroule sur un fil inextensible, donc la vitesse au point O est
la méme qu’au point N. Comme le point O est immobile, on a donc :

N =0

On applique la formule de Varignon a la poulie :

0 0
i =iN+®ANG=0+|0 A|—R = Roly
1) 0
On a donc :
v = Rw
Le moment cinétique en G de la poulie est :
- . MR* . MR .
oG = JGzC()uZ = ) wlUz = B vuz

d) On a deux inconnues : v et T.

Il faut donc deux équations : théoréme de la quantité de mouvement a la
poulie et théoréme du moment cinétique en G appliqué a la poulie.
Théoréme de la quantité de mouvement a la poulie :

Bilan des actions extérieures sur la poulie :

e Mg : poids de la poulie appliqué en G.

o —T : tension du fil appliquée au point N.

La projection sur Oz du théoréme de la quantité de mouvement s'écrit :

dv
M—=Mg-T .1
Qi g (eq.1)

Théoréme du moment cinétique en G appliqué a la poulie :

e <o ) +Fe ()

5 ) B, ) ) )
Onadonc:%=c¥AP+c¥\|’A<—T) = Rily A (~Tily) = RTQ,

En divisant par M, on a :

MR dv
—— =RT 2
> (e9.2)
On en déduit que :
_ Mdv
2 dt

On réinjecte dans ['équation 1 :

dv M dv
ME — Mg - =&Y
a - 9T T
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Chapitre 1 - Etude cinématique et dynamique d’un solide

Soit :
3. d
M = wm
2 dt
On sépare les variables :
2
dv = —gdt
v 3g
On intégre entre linstant initial et linstant t :
2 t
v= -
3 g

Exercice 1.4 : Poulie mobile (PC)

On considere une poulie qui se déroule sur un fil. Une extrémité du fil est fixée

au sol. Une masse m est fixée a 1’autre extrémité. La poulie est de masse M, de
2

moment d’inertie Jg; = et de rayon R. Le point G peut se déplacer suivant

la verticale Gy et soumis a une force F = Fdy.
d
1. Exprimer d_ctu en fonction de R,M,m,F et g.

2. Le point G est reli¢ a un ressort fixé en |. On appelle y(t) le déplacement du
point G par rapport a sa position d’équilibre. Déterminer Yy(t) sachant qu’a
t=0,y=yety=0.

11
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Analyse du probléme

On utilise la méthode systématique pour bien démarrer les exercices de mécanique
du solide : référentiel et axes de projection, bilan des actions, ¢léments cinétiques et
théorémes généraux de la mécanique. On exprimera les éléments cinétiques en
fonction de la vitesse angulaire w.

¥

1. a) Référentiel : R = (O; Uy, Uy, Uz,t) terrestre supposé galiléen.

b) Bilan des actions :

w
'S
y
E -T = _T’
[ SETREESS > Mg Xy
. '
\\/4
T/\
N
mﬁv O/\ "
V /4

Le fil est supposé idéal. Il exerce sur une extrémité une force T et sur lautre
extrémité une force —T. On pose T = Tly et T = T'ly

c) Eléments cinétiques :

Le vecteur rotation est & = wlj.

La poulie se déroule sur un fil inextensible, donc la vitesse au point B est
la méme qu’au point O. Comme le point O est immobile, on a donc :

vg =0

On applique la formule de Varignon a la poulie :

0 -R
i =g +@®ABG=0+|0 A| 0 =—Ruiy
w 0
On applique la formule de Varignon a la poulie :
R R . 0 —-2R R
va=UB+wWABA=0+]0 A| 0 =-2Rwly
w 0
Comme le fil est inextensible, on a
Ua = Un = —2Rwily
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Chapitre 1 - Etude cinématique et dynamique d’un solide

Le moment cinétique en G de la poulie est :

2

-

wiiy

5’6 = JGZWGZ =

d) On a trois inconnues : T, T’ et w. Il faut donc trois équations :

PFD au point N :

dUN dw
MmM— = -2MmMR— =T —m .1
at pm g (eq.l)

Théoréme de la quantité de mouvement a la poulie :

dvg dw
M—=-MR—=-T-T'-M F 2
m @ g+F (eq.2)

Théoréme du moment cinétique en G a la poulie :

do dw ., . . -
276 = 3=%0, = GA A (~Tiiy) + GB A (=T'ly) +0
dt dt
Le moment en G du poids M@ est nul ainsi que le moment de la force F
puisque ces forces s’exercent au point G.
On en déduit :

MR? dw _, . _ ~ ~ .
5 d—btuuZ = —Riix A (=Tly) + Rix A (=T'ly) = R(T = T') 0
Soit :
MR dw
———=T-T 3
2 dt (€q.3)
, . dw
Des équations (1) et (3), ona: T =mg — ZmRE
MR dw
tT' =T — ——.
¢ 2 dt
En remplacant dans l'équation (2), on a :
dw dv MRdw
—-MR— =-2mg+4mMR— + ———M F
dt 9+ dt + 2 dt g9+
Dol
dw (3MR
d—btd (T +4mR) =2mg+ Mg-F

13
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Interprétation : Si F > 2mg+ Mg, le point G monte et on a bien

d
d—f < 0. On vérifie 'homogénéité de l'expression obtenue.

2. Le point G est relié a un ressort fixé en I. On représente le ressort a
'équilibre et a un instant t quelconque.

1

(0]
77

Cours: Méthode systématique pour bien déterminer la force exercée par un ressort :

* Faire un schéma a I’équilibre et & un instant t pour déterminer la longueur du ressort puis
I’allongement. Attention : Il faut prendre I’initiative d’appeler lo la longueur & vide et leq
la longueur a I’équilibre.

* La projection de de la force sur un axe va s’écrire : + ou — k(I — lg). Pour déterminer cor-
rectement le signe, on imagine que le ressort est étiré. On regarde alors dans quel sens est
la force exercée par ce ressort et on en déduit le signe de la projection sur 1’axe choisi.

« Ecrire le théoréme de la quantité de mouvement et le réécrire & I’équilibre. I suffit de faire
la différence des deux équations pour supprimer les termes inconnus.

%

La longueur du ressort a un instant t est : | = leq — Y. La force exercée par
le ressort est : F =k(l —1lp) =k(legg —y — o).
On a vu que vg = Y = —Rw. On remplace F par son expression dans la

relation trouvée a la fin de la question 1. On obtient :

-y (3MR

En simplifiant, on obtient :

3M
y<7 +4m) +ky = —2mg — Mg +K (leg — lo) (€9.1)
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A l'équilibre, on a y = 0 et § = 0. L'équation (1) s'écrit :

0=-2mg— Mg+k(leg—lo) (e9.2)

En faisant la différence (1) — (2), ona:
. (3M
Yy 7 +4m|+ky=0

On reconnait 'équation d'un oscillateur harmonique. On définit la pulsation

propre :
k
wy= |37——
"y T

y = Acos (wot) + B sin (wgt)

La résolution donne :

Commeat=0,y=Yyety=0.0nadonc A=Yy et B=0.0n obtient
finalement :

Y = Yo cos (wot)

Exercice 1.5 : Barre sur un mur (PC)

On considére une barre homogene de longueur 2| dans un plan vertical. Une
extrémité A peut se déplacer sans frottement sur 1’axe OX. L’autre extrémité B
peut se déplacer sans frottement sur 1’axe Oy. La barre est de masse m, de centre

. . 1 .
d’inertie G et de moment d’inertie Jg; = gmlz. At=0,a=apeta=0.

1. Etablir une relation entre & et .. En déduire une relation entre & et .
2. Pour quel angle « la barre quitte le mur en B ?

Y

N

15
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Analyse du probléme

On utilise la méthode systématique pour bien démarrer les exercices de mécanique
du solide : référentiel et axes de projection, bilan des actions, éléments cinétiques et
théorémes généraux de la mécanique. On exprimera les éléments cinétiques en
fonction de la vitesse angulaire c.

La premiére difficulté est de déterminer le vecteur rotation.

On utilisera deux méthodes pour trouver ¢ en fonction de « : méthode 1 avec les
théorémes de la quantité de mouvement et du moment cinétique, méthode 2 utili-
sant un raisonnement énergétique souvent trés rapide. Il convient tout particuliére-
ment ici puisqu’on a un systéme conservatif a une dimension.

2& 1. a) Référentiel : it = (O; Uy, Uy, Uz,t) terrestre supposé galiléen.

b) Bilan des actions :

0
O]

z

Comme il n'y a pas de frottement en A et en B, la réaction du support est
orthogonale au petit déplacement. La réaction en A peut se mettre sous la

forme : Ra = Raly et la réaction en B sous la forme : Rg = Rglix

c) Eléments cinétiques :
On cherche a exprimer les différents éléments cinétiques en fonction de «
qui est le paramétre le plus pertinent de l'exercice.

La difficulté est de déterminer le vecteur rotation en fonction de &. Quand la
détermination n’est pas immédiate, on calcule directement deux vitesses du soli-
de (ici les points A et B) et on déduit le vecteur rotation en utilisant la formule de
Varignon.

Les coordonnées des points A et B sont :

2@ 2l cos 0

Al0 : B|2l sina
0 0
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G est le milieu du segment [AB], on en déduit :
1
3 (Xa +XB) =1 cos «
G|1 )
E(YA‘FYB) =lsina
0
On a donc :
—2l¢v sin o 0 —l& sin o
a0 : U | 2lév cos av. On en déduit : vg |l cos
0 0 0

L'accélération du point G est :

| (—é sin o — &2 cos @)
ac | 1(& cos o — &2 sin @)
0

Le vecteur rotation peut se mettre sous la forme : & = wi,.
On applique la formule de Varignon a la barre :

0 =2l sin o 0 —2| cos «
§B=5A+Jj/\ﬁ= 2laccosa + |0 +10 A2l sina

0 0 w
On a donc :

0= —2l¢&sina — 2wl sin o

0 =2l&cosa—2uwl cos o

0
On en déduit que :

CTJ=_QUZ

Remarque

Il ne faut pas étre surpris d’avoir un signe —. En effet, si  augmente, la barre tour-
ne dans le sens horaire et le pouce de la main droite est dirigé suivant —U,.

%

d) On a trois inconnues : o, Ra et Rg. Il faut donc trois équations.

Cours: On va utiliser deux méthodes pour répondre a la question :

Méthode 1 : écrire les théorémes de la quantité de mouvement et du moment cinétique.
Meéthode 2 : écrire la conservation de 1’énergie mécanique. On va voir que le raisonnement
énergétique est beaucoup plus rapide.

17
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2@ Premiére méthode : théorémes de la quantité de mouvement et du
moment cinétique

Théoréme de la quantité de mouvement a la barre :
La projection sur Uy, Uy s'écrit :

ml(—ésina — &% cosa) = Rg (eq.1)
ml (& cos v — & sina) = Ry —mg  (eq.2)
0

Théoréme du moment cinétique en G a la barre :

JGZ%GZ — GG A (mg) + GAA (IfiA) + GB A (IféB)

Il reste a calculer les produits vectoriels :

| cos o 0 —| cos a R
—Jgsal, =|—lsina A|Ra +|lsinae A0
0 0 0 0

La projection sur Uy s'écrit :
—Jeztv =1 (cos a)Ra — I (sina)Rg  (eq.3)

On élimine Rp et Rp avec les deux premiéres équations et on réinjecte dans
'équation (3) :

2

—Jozé = [ (cos a)(mg + ml (& cos o — & sin «))

—I(sin ) (ml (—é sin o — &2

cos )
En développant, on a :
—Jozée = mgl cos a + ml2é

Soit :
. 12 1
aml-(1 + 5) = —mgl cos o

On en déduit :

.. 39
o= ——CO0S«
4

On multiplie par & pour trouver une relation entre ¢ et « :

i = —39 cos e
o = 4| o)
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On intégre entre linstant initial et linstant t :

1 3
Edz —-0= —4—? (sin v — sin )

Deuxiéme méthode : raisonnement énergétique

Les réactions Ra et Rg ne travaillent pas car il n'y a pas de frottement en
Aet B.

Le poids de la barre dérive d'une énergie potentielle

Ep = mgys = mgl sin a.

Le systéme est donc conservatif. On a conservation de ['énergie mécanique.
On calcule 'énergie cinétique en utilisant le théoréme de Koenig :

1
EC=Eg+5m@

1 1 mi?
Dans le référentiel barycentrique, on a : EZ = EJszz = Esz'
—lésin o«
On a vu que la vitesse du point G est : Ug |l cos «

0
On a donc : lmv2 = lmlzc')z2
. 2 G 2 .
'énergie mécanique est :
1 1 mi? 2
Em = —ml?a? + ———a% + mgl sin a = =ml?4* 4+ mgl sin o
2 2 3 3
At=0,ona: Eyn = mgl sin ap.
En faisant la différence, on a :

2 2 2 . .
gml &~ = mgl (sin cg — sin @)

En simplifiant, on a :

3
& = 2—? (sin cvg — sin @)

On retrouve bien ['‘équation trouvée avec la premiére méthode. On peut en
déduire l'équation différentielle en calculant la dérivée par rapport au temps.

3
ma:-ﬁwwma

En simplifiant par &, on a :

——= COS &
4l

19
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La méthode énergétique est beaucoup plus rapide que la premiére méthode.

2.0navu que : Rg = ml(—ésina — &2 cos a)
La barre quitte le mur en B lorsque Rg = 0, c'est-a-dire pour :

& sin a = &2 cos a

D'aprés la question précédente :
3 3
a= _29 cos v et & = 2—?(sina0 —sina).

4]
En remplagant dans 'équation précédente, on a :

g . 3g . .
——cosasina = — (sinag — sin o) cos «
4 2l
La solution cos a = 0 n’est pas intéressante car la barre est verticale. En
simplifiant, on a :
—sin o = 2 (sin o — sin ay)
Finalement, la barre quitte le mur lorsque :

) 2 .
sma:§sma0

Exercice 1.6 : Chaine sur une table (PC-PSI)

20

On considére une chaine de longueur L, de masse linéique A uniforme. Elle glis-
se sans frottement sur une table. On appelle z la position de I’extrémité de la

L
chaine dans I’air. At =0, z(0) = ) et 2(0) = 0. On pose w = \/g

En utilisant un raisonnement énergétique, déterminer z(t).

_______________ 0
lg

Analyse du probléme

On utilise le raisonnement énergétique pour déterminer I’équation différentielle du
mouvement. Cette méthode convient tout particuliérement aux systémes conserva-
tifs @ une dimension.
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1. Obtention de l'équation différentielle
a) Systéme : chaine de longueur L.

b) Référentiel : it = (O; UX,Uy,UZ,t) terrestre galiléen.
c) Bilan des actions :

e Comme il n'y a pas de frottement entre la chaine et la table, la réaction
du support est orthogonale au petit déplacement. Le travail élémentaire
est nul, c’est donc une force conservative.

® |a force de pesanteur est une force conservative qui dérive d'une énergie
potentielle.

Le systéme est donc conservatif.

On choisit l'origine des énergies potentielles de pesanteur pour z = 0.

La partie de chaine qui est sur la table a une énergie potentielle nulle.

La partie de chaine qui n'est plus sur la table a son centre dinertie G au

z
milieu, c'est-a-dire en X La masse est Az. L'énergie potentielle de pesanteur

est donc :

Attention : I’axe Oz est orienté vers le bas. Il faut donc un signe — dans I’expres-
sion de 1’énergie potentielle.

Tous les points de la chaine ont la méme vitesse Z.
L'énergie cinétique de la chaine de masse AL est :

1
Ec = -(\L)Z
2
'énergie mécanique est :
1 2
Em=Ec+ Ep = -ALZ — \g—
m ct+ Ep 5 g 5

d) On obtient l'équation différentielle en dérivant 'énergie mécanique par
rapport au temps. Comme le systéme est conservatif, ['énergie mécanique est
constante au cours du temps. On a alors :

dEm

1 277
S 0= L2277 — Ag=S
dt p et A

On obtient alors :

21
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2. Résolution de l'équation différentielle
L'équation caractéristique est :

On a deux racines réelles : r = :I:\/g = dw.

Ce n’est pas 1’équation d’un oscillateur harmonique. Il faut donc résoudre 1’équa-
tion caractéristique pour déterminer z(t).

g

Attention a ne pas écrire —%r au lieu de -

On a alors :

%

Z = Aexp (wt) + B exp (—wt)
La vitesse est :
Z = Aw exp (wt) — Bw exp (—wit)
On détermine A et B en utilisant les conditions initiales :

L
7(0) = Aw — Bw

L
On en déduit que A= B = e On a alors :

L L L
z(t) = 3 exp (wt) + 3 exp (—wt) = ZCh (wt)

Remarque

On aurait pu utiliser directement les fonctions ch et sh pour résoudre 1’équation dif-
férentielle :

z = A'ch (wt) + B’sh (wt)
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Lois de Coulomb
du frottement
de glissement

Exercice 2.1 : Déplacement d'un solide sur un plan horizontal (PC)

On considére un solide homogene de masse M qui repose sur un sol horizontal.
Le coefficient de frottement entre le solide et le sol est f. Il n’y a pas force appli-
quée au point A.

1. On augmente progressivement la force F. Quelle est la valeur maximale de la
force pour que le solide reste a 1’équilibre ?

2. Quelle force doit-on exercer au point A pour déplacer le solide a vitesse
constante ? Quelle est la condition pour qu’il n’y ait pas de basculement ?

3. Le solide se déplace a vitesse constante vg. A t = 0, on supprime la force F.
Calculer la distance parcourue.

A F
7

Analyse du probléme

Dans cet exercice, on a un frottement entre le sol et le solide. 11 faut donc appliquer
les lois de Coulomb sur le frottement.

Méthode de résolution des exercices : on fait des hypothéses (glissement ou pas de
glissement) et on n’oubliera pas de bien vérifier les hypothéses.

On verra comment traduire correctement la condition de non basculement.
Cours: Loisde Coulomb pour le frottement de glissement

On considére un contact ponctuel au point | entre deux solides S et S. On appelle ¥ la
surface de contact entre les deux solides.

23
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On appelle R I’action de contact que le solide S exerce sur le solide S. D’apres le princi-
pe des actions réciproques, I’action de contact que S exerce sur 5 est —R.
On peut décomposer R en deux termes :

» composante tangentielle T (contenue dans le plan X)
* composante normale N (orthogonale au plan X).
On a donc :
ﬁzf-i- qetl::| (ﬁ) =1::| (f)—f-ﬁ (N)
On rencontre deux cas :

Premier cas: pas de glissement
On considere le cas ou la vitesse de glissement est nulle.
On a alors :

Ug ($/S1) = Ules, — Vleg =0
On définit un coefficient de frottement statique fg qui caractérise le contact entre les deux
solides. La loi de Coulomb s’écrit :
N

T| < fs

Lorsqu’on effectue le bilan des forces, on n’est pas obligé de connaitre I’orientation de T.
On pourra choisir arbitrairement le sens de T

Deuxieme cas : glissement

On considére le cas ou le solide S glisse sur le solide S;. On définit fc le coefficient de frot-

tement cinétique (ou dynamique) qui caractérise le contact entre les deux solides.
La loi de Coulomb s’écrit :

o T est colinéaire et de sens opposé a la vitesse de glissement
Ug (S/S1) = Uies, — Vles

.l‘_'

ot

On a vu que dans le cas ou il n’y a pas de glissement, on n’est pas obligé de connaitre
I’orientation de T.

Par contre, dans le cas du glissement, il faut connaitre le sens de T.
On a en général fc < fget souvent dans les exercices on prend fc = fs que ’on note f.

Lorsqu’on a un contact entre deux solides sur une surface, I’action de contact n’est

& pas toujours une force appliquée en un point. Par contre, si on trouve un point |
pour lequel le moment de 1’action de contact est nul en ce point, alors I’action de
contact est équivalente a une force appliquée en ce point.

Le point | doit appartenir a la surface de contact entre les deux solides. On utilisera
cette propriété pour avoir une condition de non basculement.
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Casou il n'y a pas de frottement

Lorsqu’il n’y a pas de frottement entre deux solides, on a vu en premiére année que la réac-
tion est normale a la surface de contact ¥ entre les deux solides. Ce qui revient a avoir
f = 0. On a donc nécessairement un glissement.

%

1. a) Référentiel : R = (O; Uy, Uy, Uz, t) terrestre supposé galiléen.

b) Bilan des actions :

On pose F = Fiy. On augmente progressivement la force F.

On note R laction de contact du sol sur le solide. On a
R=T+N = —Tiy + N,.

La résultante des forces de pesanteur est équivalente a une force unique

appliquée au point G barycentre du solide.
Il n'a pas de glissement puisque le solide est a 'équilibre.

—>
NN F z
rd
h
0]
sol = B I T
T y@
P

On applique le théoréme de la quantité de mouvement au solide a Uéquilibre :
0=P+F+T+N
La projection sur Uy et G, s'écrit :

0=-T+F
0=-mg+ N

Vérification des hypothéses de non glissement : Hﬂ| < f ” N|, soit

F<fmg

La valeur maximale de la force a appliquer est F.x = fmg.

2. On cherche a déplacer le solide & vitesse constante : vg = vik avec
v > 0.
Il y a nécessairement glissement.

La composante tangentielle de la réaction R est forcément dirigée suivant
—Uy. Onadonc T > 0.

On applique le théoréme de la quantité de mouvement au solide qui se
déplace a vitesse constante :

25
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0=P+F+T+N
La projection sur Uy et U, s'écrit :

0=-T+F
0=—-—mg+ N

On a glissement, donc T = fN. On a donc :
F=T=fN=fmg

Vérification des hypothéses de glissement :

La vitesse de glissement du solide par rapport au sol doit &tre positive.
Lhypothése est bien vérifiée puisqu'il se déplace a vitesse constante avec
v > 0.

La condition F = fmg n’est pas suffisante pour avoir un mouvement rectiligne
@ uniforme. Si on fait I’expérience, on constante que si la force est trop grande, on

peut avoir un basculement !

C’est souvent délicat de traduire correctement la condition de non basculement :

il faut appliquer le théoréme du moment cinétique au point | dans le référentiel

barycentrique et trouver la condition pour que le point | appartienne bien a la sur-

face de contact entre le solide et le sol.

2 Pour qu‘il n'y ait pas de basculement, il faut que le moment cinétique du
Q solide dans le référentiel barycentrique soit nul :

5* (solide) = 0

Le moment cinétique barycentrique peut se calculer en n‘importe quel point.
On va le calculer au point | et appliquer au solide le théoréme du moment

cinétique en | dans le référentiel barycentrique R* = (G; U, Oy, Uz t) :

d& | ¥ = -
( dt ).‘)t* 0

1:|((m)=I_f/\'lq'+I_f/\I<I—i-@/\m§j-|-ﬁ0\/\lE

=7 .
On repére la position du point | par : Bl = X, Uy.
Il reste a calculer les projections :

0 a X
~ T Al

0 + (% A

_mg c

—X]
7AN

(SN o'
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La condition de non basculement est donc :
—mgx; +cF =0

cF
On adonc: X} = —

mg

Le point | doit donc appartenir a la surface de contact entre le solide et le
sol, c'est-a-dire que l'on doit avoir :
a

2

/N

X <

(SR

a cF a

2 mg 2
Comme la force F est positive, la condition de non basculement s'écrit
donc :

m
< moga
2c

Si cette condition est vérifiée, le moment en | de ['action de contact est nul.
L'action de contact est donc équivalente a une force appliquée en ce point.
On peut réaliser facilement l'expérience et se rendre compte des différents
cas étudiés dans l'exercice.

3. On supprime la force Fat=0.

Il y a nécessairement glissement tant que le solide se déplace. Il ralentit
et finit pas s'arréter pour t = t;. On est alors dans le cas ol il n'y a pas de
glissement et restera immobile.

La composante tangentielle de la réaction R est forcément dirigée suivant
—Uy puisque le mouvement est suivant +Uy. On a donc T > 0.

On applique le théoréme de la quantité de mouvement au solide qui est se
déplace a vitesse constante :

dv o N -
m—uy=P+T+ N
at + 1 +

La projection sur Uy et U, sécrit :

27
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On a glissement, donc T = f N, soit

dv

ma:—Tz—sz—fmg

On sépare les variables :
dv = —fgdt
On intégre entre t = 0 et t = t;, linstant ot il va s'arréter :
0—v=—-fg(t -0
On a donc :

v
t = —
fg
Pour déterminer labscisse, on part de l‘équation dv = — fgdt que lon
intégre entre linstant initial et instant t :
v—uyy = —Tfgt

dx
On en déduit : @ =y — fgt.

On sépare a nouveau les variables : dX = (vo — fgt) dt. On intégre entre
t = 0, instant pour lequel on a X = 0 et t =1y, instant pour lequel on a
X=X :

fgt?
X1—0:v0t1—%

la distance parcourue est donc :

fgt? v2 f vo \ 2
()

Vérification des hypothéses de glissement :

La vitesse de glissement du solide par rapport au sol doit étre positive.
Lhypothése est bien vérifiée puisqu'il se déplace a vitesse constante avec
v > 0.

Quand il s‘arréte, on n'a plus de glissement. Il faut vérifier que

|7 < ¢ [w]-
C'est bien le cas puisque la projection du principe fondamental de la dyna-
mique s'écrit :

0=-T
0=-mg+ N
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Exercice 2.2 : Sphére sur un plan incliné (PC)

On considere une sphére homogene de masse m, de rayon R et de moment d’iner-

. 2 - - - .
tie Jgz = ngz. On pose @ = XUy et w = wuUy. Le coefficient de frottement

entre la sphére et le sol est . At =0, x=0etw =0.

1. Quelle est la condition sur I’angle o pour avoir un roulement sans glissement ?
Déterminer w en fonction de t par deux méthodes.

2. Dans le cas d’un roulement avec glissement, déterminer w en fonction de t.

z

Analyse du probléme

On a un frottement entre le sol et la sphéere. Il faut donc appliquer les lois de
Coulomb sur le frottement.

On fait des hypothéses (glissement ou pas de glissement) et on n’oubliera pas de
vérifier les hypothéses.

On utilisera deux méthodes :

* Meéthode 1 : théorémes de la quantité de mouvement et du moment cinétique.

* Meéthode 2 : raisonnement énergétique. On verra que le raisonnement énergétique
permet d’obtenir beaucoup plus rapidement la solution. Elle est tout particuliére-
ment adaptée pour un systéme conservatif a une dimension.

Cours: Roulement sans glissement
On a un roulement sans glissement lorsque le vecteur rotation &s, /s, est contenu dans le plan
¥ (voir exercice 2.1) et que la vitesse de glissement est nulle ¥g (S1/S) = Vs, — Ul eS,-

2@ 1. a) Référentiel : %t = (O; U, Uy, Uz,t) terrestre supposé galiléen.

b) Bilan des actions :

On suppose qu’on a un roulement sans glissement.

On note R laction de contact du sol sur le solide. On a
R=T+ N = —Ti — Ny.

On peut choisir arbitrairement lorientation de T. Il faudra vérifier que
|7] = ¢ ]«

La résultante des forces de pesanteur est équivalente a une force unique
appliquée au point G barycentre de la sphére.

29
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c) Eléments cinétiques :

On n’a pas de glissement, la vitesse de glissement de la sphére par rapport
au plan incliné est donc nulle : Uy (sphére/sol) = U} esphere — Ui esol -
Comme V) esol, alOrS Uy egphere = 0.

Le vecteur rotation est : @ = wUs.

On applique la formule de Varignon pour calculer la vitesse de G :

0 0 Rw
To=01 +@AIG =040 A|=R =10
w 0 0
On a donc :
X = Rw

d) Premiére méthode : utilisation des théorémes de la quantité de mou-
vement et du moment cinétique

On a quatre inconnues : T, N, w et X. Il faut quatre équations :
Roulement sans glissement :

On a vu que cette condition se traduit par :
X=Rw (eq.1)

Théoréme de la quantité de mouvement a la sphére :

m— =T+ N +mg
at + N +mg

La projection sur (Uy,Uy) s'écrit :
mX =—-T 4+ mgsina (eq.2)

0=mgcosa— N (eq.3)
0
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@ Il ne faut pas oublier a la fin de vérifier la condition de roulement sans glissement.

%

Chapitre 2 - Lois de Coulomb du frottement de glissement

Théoréme du moment cinétique en G a la barre :

dw_, 2 v} — —_ =
330 = SmR Euz_?A(mgHGl (N)+G| /\(T)
- RTGZ
On a donc :

dw
mMR— =T 4
T (eq.4)

d
On fait la somme (eq.4) + (eq.2) et on remplace X par Rd—c:, on obtient :

2 d
mR+mR Y = mg sin «
dt
On sépare les variables :
59
dw = —=(si dt
w 7R(sm )
Lintégration entre linstant initial et l'instant t donne :

=29 sinat
w—7R Sin «

On en déduit :

2 dw 2 5 2
T=1 Rd—°t" — ng% (sin ) = Zmgsin a

et

N = mg cos o

La condition H'FH < f HKIH se traduit par :

2
?mg sina < fmgcos a
Soit :

7
tana < —
2
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Deuxiéme méthode : raisonnement énergétique
Dans le cas du roulement sans glissement, la vitesse du point | est nulle. Les

forces T et N ne travaillent pas. Le poids dérive d'une énergie potentielle.
Le systéme est donc conservatif.

Remarque : Comme X = Rw, on a un systéme conservatif a une dimension.
L’énergie mécanique est une grandeur conservative. L’équation différentielle du
mouvement s’obtient directement en écrivant que la dérivée de 1’énergie mécanique
par rapport au temps est nulle.

¥

L'énergie potentielle est :

Ep = —mgx sin «

@ Attention au signe — pour I’énergie potentielle.

%

On utilise le théoréme de Koenig pour calculer 'énergie cinétique.
Le référentiel barycentrique est : * = (G; Uiy, Oy, Uz,t).

1 5, 1.5 1 5
Comme X = Rw, 'énergie mécanique s'écrit :

_l% 2 2 l 2,2 :
Em_25me +2me mgx sin o

On dérive par rapport au temps et on utilise la relation X = Rw :

dE 2 d d
Tm =0= ngzwd—f + mszd—b: — MgRw sin «
On simplifie par w qui est une solution parasite :
7dw g .
—— = = sin«
5 dt R

Remarque

Il ne faut pas étre surpris de simplifier par w grandeur proportionnelle a la vitesse.
Pour démontrer le théoréme de 1’énergie cinétique, on multiplie le principe fonda-
mental de la dynamique par la vitesse pour faire apparaitre la puissance cinétique.
Ici on fait I’opération inverse.
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59 . P .
On sépare les variables : dw = 7—g(sm a)dt. Lintégration entre linstant

initial et linstant t donne :
59 .
w=—=(sna)t
R (sin &)
On retrouve beaucoup plus rapidement le méme résultat que précédemment.

Il ne faut pas oublier de vérifier la condition de roulement sans glissement.

2. On a un roulement avec glissement.
Dans ce cas, il faut connaitre le sens de T. Comme le mouvement se fait sui-
vant +Uy, alors T est suivant —Uy. On pose T = —T Uy.

On a quatre inconnues : T,N,w et X. Il faut quatre équations :

Roulement avec glissement :
T=fN (eq.5)

Théoréme de la quantité de mouvement a la sphére :
On a déja écrit la projection sur (Uy,y) :
mX =—-T +mgsina (eq.6)

0=mgcosa— N (eq.7)
0

Théoréme du moment cinétique en G a la barre :

2 dw
“mR*— = RT 8
50 Gt (eq-8)

On en déduit que :

2 dw
-MR— =T=fN=f
5m " mg cos «

33
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On sépare les variables :

__ Sfgcosa

= t
dw R d

On intégre entre linstant initial et linstant t :

_ Sfgcos o,
2R
Onavuque T=fN = fmgcos «. En reportant dans l'équation (6), on
a:
mX = — fmg cos a + Mg sin «
On integre :

X = —fg(cos a)t + g(sin a)t

Vérification des hypothéses de glissement : La vitesse de glissement par
rapport au plan incliné doit étre positive. On calcule la vitesse au point | en
utilisant la formule de Varignon :

N 0 0 X — Rw
17| =5G+JJAG| ZXUX+ 0 AR =10
w 0 0
On en déduit que :
5f
X = —fg(cos a)t + g(sin a)t — R QZT;)SOZ

Dot :

) (7fgcosa i )
X| = — f—gsma t

La condition de glissement est X; > 0, soit :

7fgcos

gsina >
2
On retrouve bien :

7f

tano > —
2
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Chapitre 2 - Lois de Coulomb du frottement de glissement

Exercice 2.3 : Sphére dans une cuvette (PC)

On considére une sphére homogeéne de masse m, de rayon r et de moment d’iner-

tie Jgz = gmrz. Elle roule sans glissement a I’intérieur d’une sphére immobile

de rayon R. Le coefficient de frottement entre les deux sphéres est f = 0,5. A
t=0,0p=1cetf =0.
1. Déterminer par deux méthodes I’équation différentielle du mouvement. On

pourra vérifier graphiquement la condition de roulement sans glissement.
2. Déterminer 6 en fonction du temps dans le cas ot ) < 1.

Y

Analyse du probléme

On a un frottement entre deux sphéres. Il faut donc appliquer les lois de Coulomb
sur le frottement.

On fait des hypothéses (ici roulement sans glissement) et on n’oubliera pas de véri-
fier les hypothéses.

On utilisera deux méthodes :
» M¢éthode 1 : théorémes de la quantité de mouvement et du moment cinétique.

» Me¢thode 2 : raisonnement énergétique. On verra que le raisonnement énergétique
permet d’obtenir beaucoup plus rapidement la solution. Elle est tout particulicre-
ment adaptée pour un systéme conservatif a une dimension.

2 1. a) Référentiel : | = (O; Uy, Uy, Uz, t) terrestre supposé galiléen. On
%4 projette dans la base (Uy,Ug).

b) Bilan des actions :

On suppose qu’on a un roulement sans glissement.

On note R laction de contact du support sur la sphére de rayon r. On a :
R=T+N = Tl — Ni.

On peut choisir arbitrairement lorientation de T. I faudra vérifier que
7] < £ 18]
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%

La résultante des forces de pesanteur est équivalente a une force unique
appliquée au point G barycentre de la sphére.

c) Eléments cinétiques :

On n'a pas de glissement, la vitesse de glissement de la sphére par rapport
au support est donc nul : Ug (sphére/support) = Uy esphére — Ul esupport -
Comme v €supports alors v esphére = 0

Le vecteur rotation de la sphére est : & = wil,.

La détermination du vecteur rotation n’est pas évidente ici. Il faut donc utiliser la
formule de Varignon pour le déterminer.

0 —r 0
I_))GZI_))|—|-(:)/\@:0+ OAN| 0 =|—Tw
w 0 0

Ona 0G = (R— )i, et ig = (R—r)diy
On a donc :

(R=—1)f=—rw

Interprétation physique : Si w < 0, on a bien 6 > 0.

d) Premiére méthode : utilisation des théorémes de la quantité de mou-
vement et du moment cinétique

On a quatre inconnues : T, N, w et 0. Il faut quatre équations :

Roulement sans glissement :
On a vu que cette condition se traduit par :

(R=1)0=—-rw (eq.l)
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Théoréme de la quantité de mouvement a la sphére :

m— =T + N4+mj
at + N +mg

On a vu que : g = (R — r)6y.

- -

s . dur - duy -
On a vu en premiére année que : T OUy et que o —0U.

Onadonc: 8 =(R—r) (él_j@ - Qzﬂr).
On en déduit la projection du théoréme de la quantité de mouvement dans
la base (Uy,Uyg) :

—-m(R — (_)92 =mg cos ¢ — N(eq.2)
M(R—r)f = —mgsin € + T(eq.3)
0

Théoréme du moment cinétique en G a la barre :

dw _ 2 sdw. R — - — >
Uz =S Euz_cﬁA(mgHGl /\(N)—}—Gl /\(T)
=rTL_jZ
On a donc :
2 d
_ r_w:T
5 dt

Soit :
2 .
—gm(R —nN=T (eq4)
En combinant les équations (3) et (4), on a :
. . 2 .
M(R—r)f = —mgsin 6 — gm(R —r)f
En simplifiant, on a :
7 - .
gm(R —r)0 =—mgsin ¢
On en déduit l'équation différentielle :
59

0+ —"—sinh=0
+7(R_r)s1n

37
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& Il ne faut pas oublier a la fin de vérifier la condition de roulement sans glissement.

38

On en déduit :

59

2 o 2

2
sin f = 5mg sin 6
et

N = m(R—r)@z—l-mgcosH

Pour exprimer 6 en fonction de 6, on multiplie léquation différentielle par
0 et on lintegre.
On obtient :

50 . .
00 + m(Sln 0)9 =0

On peut l'écrire sous la forme :
d (1.2 59
— |0 — — 0)=0
dt (2 7(R—r) - )

Le fonction a lintérieur de la dérivée prend donc la méme valeur a linstant
t etalinstantt =0 :

1.2 59 59
S0 s =——2F  cosh)
2" TTR=) 7(R—r) %

On a donc :
. 10
(R— |’)92 = 7g (cos @ — cos 6y)
On en déduit la composante normale :

10m
N=—"d

17 10
(cos 8 — cos 6y) +mgcos O = 7mg cos 6 — 7mg cos fy
La condition de roulement sans glissement est : |T| < f |N|, soit :
2 17 10
5mg sinf < f (7mg cos ) — 7mg cos 00)
On pose :

2 17 10
g(@):;sin@— f7c059+ f7cos«90
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On représente graphiquement g en fonction de 6.

0
-1 -0.8-0.6-04-02 0 0.2 04 06 08 1

—0.2 4

—0.4 -

—1 Jg(0)

On a nécessairement |0| < Oy puisque at =0, 6 = 0 et 0=0.
Vérification des hypothéses de non glissement :
Pour f compris entre —1 et 1, on a bien |T| < f |N].

Deuxiéme méthode : raisonnement énergétique
Dans le cas du roulement sans glissement, la vitesse du point | est nulle. Les

forces T et N ne travaillent pas. Le poids dérive d'une énergie potentielle.
Le systéme est donc conservatif.

Remarque : Comme (R — 10 = —rw, on aun systéme conservatif a une dimen-
sion. L’énergic mécanique est une grandeur conservative. L’équation différentielle
du mouvement s’obtient directement en écrivant que la dérivée de 1’énergie méca-
nique par rapport au temps est nulle.

2& On choisit le point O comme origine des énergies potentielles. On a donc :

Ep=-mg(R—r)cos?d

@ Attention au signe — pour 1’énergie potentielle.

2 On utilise le théoréme de Koenig pour calculer U'énergie cinétique.
Y Le référentiel barycentrique est : W* = (G; Ux,ﬁy,ﬁz,t).

1 1 1
E.=E!+ Emvcz3 = Esz + Emvé

39
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Comme (R—r1)0 = —ruw, ['énergie mécanique s'écrit :

12 . 1 .
Em = —=m(R—r)20" + Em(R— 12" — mg(R —r) cos 0

25
L'énergie mécanique prend la méme valeur at et at = 0. On obtient donc :
Em= %m(R— N2 + %m(R 1) —mg(R—r) cos 0
= —mg(R —r) cos Oy
On obtient :
(R— r)é2 = 1079 (cos @ — cos 0y)

On dérive par rapport au temps l'expression de l'énergie mécanique pour en
déduire ['équation différentielle du mouvement :

10 ;
2(R—=r)00 = —7g(sin6’)9
On simplifie paré pour en déduire l'équation différentielle :
.. Sg .
f+———sinf=0
MG

On retrouve les mémes résultats que précédemment sans oublier la vérifica-
tion de la condition de roulement sans glissement.

Remarque

La méthode énergétique est beaucoup plus simple avec un systéme conservatif a une
dimension.

%

2. Dans le cas des petites oscillations, on fait un développement limité a
Uordre 1.
L'équation différentielle s'écrit alors :

. 59
0+ —0=
+ 7(R—r)

[ 5
On définit la pulsation propre : wy = 7(R79—r)

On a un oscillateur harmonique dont la solution peut se mettre sous la forme :
0 = Acos (wpt) + B sin (wpt)

At=0,60=60)eth=0.0nadonc:

0 = 0y cos (wpt)
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Chapitre 2 - Lois de Coulomb du frottement de glissement

Exercice 2.4 : Voiture (PC)*

On considére une voiture constituée d’un chassis de masse M et de quatre roues.

Chaque roue est de masse m, de rayon I et de moment d’inertie Jg; = 7 mr2. On

suppose que chaque liaison pivot est parfaite. Le moteur exerce sur chaque roue
avant un couple I' = I'ii, tel que I' > 0. La voiture est équilibrée et se déplace a

o - — - — — - — —
vitesse v = vly. On pose GO; = —lUy + aly et GO, = |l + aly
; dv . .
Exprimer @ en fonction de I',r,m et M par deux méthodes. On ne vérifiera pas

la condition de roulement sans glissement.

®
%
T
vue de dessus LZ
Yy
01 05 Y
\Fl G
OENG :
0 B ronte 22 0-1 0-2

Analyse du probléme

Il faut donc appliquer les lois de Coulomb sur le frottement et vérifier les hypo-
theses a la fin des calculs.

On utilisera deux méthodes :
* M¢éthode 1 : théorémes de la quantité de mouvement et du moment cinétique.

» Me¢éthode 2 : raisonnement énergétique. On verra que le raisonnement énergétique
permet d’obtenir beaucoup plus rapidement la solution. Elle est tout particuliére-
ment adaptée pour un systéme a une dimension pour lequel on peut calculer faci-
lement la puissance des forces.

1. a) Référentiel : R = (O; Uy, Uy, Uz, t) terrestre supposé galiléen.

%

b) Bilan des actions :

On suppose qu’on a un roulement sans glissement.

On note ﬁ. 'action du chassis sur la roue d'indice i. L'action de la roue i sur
le chassis est donc —I?\’i.

On a un roulement sans glissement. On note 'ﬁ = TiUy et Kli = —N,; Uy les
composantes tangentielles et normales de laction de contact entre la roue
et le sol. On peut choisir arbitrairement 'orientation de 'F.

41
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La voiture est équilibrée. Les forces sont symétriques par rapport a l'axe GX.
Onadonc Ty =T/ ,N; =N,Ri =R, T, =T,,Nb = N},R, = R].
Sur une roue d'indice i, on a donc les forces suivantes : mf],ﬁi,'l'i Uy et

La résultante des forces de pesanteur sur la voiture (chassis + 4 roues) est
équivalente a une force unique appliquée au point G barycentre de la voi-
ture.

c) Eléments cinétiques :

On n’a pas de glissement, donc ¥y, ¢ rouei = 0.
Les 4 roues tournent a la méme vitesse angulaire. Le vecteur rotation de
chaque roue est : © = wl.

R R I 0 0
vo, =V, FWAIG =0+]0 A|—T =rwly
w 0

On a donc :
I_})Oi = t_je = Ul_jx - rwt_jx
Le moment cinétique de la roue d‘indice i est :

R _ mr2\ . mr
oo = Jwiz = - wuz=7vuz

d) Premiére méthode : utilisation des théorémes de la quantité de mou-
vement et du moment cinétique

On a 12 inconnues : T;,Ni, T2, N2, Rix, Riy, Riz, Rx, Roy, Roz,w et v. Il
faut donc 12 équations :

Roulement sans glissement :
On a vu que cette condition se traduit par :

v=rw (eq.l)
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Théoréme de la quantité de mouvement a la voiture :
La masse totale est (4m+ M). On projette dans la base (lix,Uy)

d
(4m + M)d—:=2T1+2T2 (eq.2)
0=@m+M)yg—2N; —2N, (eq.3)

Théoréme de la quantité de mouvement a la roue d‘indice 1 :

dv
ma =T+ Rix (eq.4)

0=—N+Ry+mg (eq.5)
0=Ri (eq.6)

Théoréme de la quantité de mouvement a la roue d‘indice 2 :

dv
mE =T+ R (eq.7)

0=—-Ny+ R2y +mg (eq.8)
0=Ry (eq.9)

Théoréme du moment cinétique en G au chassis :

0=-2T +GGAM)§+2G0; A (-Ri) +2G0, 1 (-Ry)

Soit :
0=10 +12a A|—=Riy +|2a A | =Ry
0 -2r 0 —Ri; 0 —Ry;
D’oul

0=-2IR;; +2IRy;
0 =2IRjy +2aRix — 2I Ry +2aRyy —2I'  (eq.10)

Les deux premiéres projections ne sont pas des équations supplémentaires
par rapport a (6) et (9).

On utilise les équations (4), (5), (7) et (8) pour simplifier la troisiéme pro-
jection :

0 =2 (N —mg)+2a<m% —Tl) =21 (N, — mg)

dv
2alm— — T
" (dt 2)

43
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On a alors :
dv
0= 4amE —2a(Ti+Ty) +21 (N; — Np)  (eq.A)

Théoréme du moment cinétique en O, a la roue d'indice 2 :

dw _ > - - — L -
Jd_(:i) z=02|2/\<T2+N2>+Osz/\mg+F
On obtient :
0 0 T, . 0 0
2 ={r A|l—=Np +04+1]0 = |0
md—w 0 r —TL+T
2 dt
On a donc pour chaque roue avant :
mr? dw
——=—rT+T
2 dt 2+

De méme, on a pour chaque roue arriére :

On en déduit :

et

En utilisant les équations (2), (11) et (12), on a :

dv dv dv r
iMm+M)—=-m— —m— +2—
(“m+M) dt dt dt * r

Soit :

dv r
om+ M) — =2—
(6m+ )dt r
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Vérification des hypotheéses :

IL faut que | Ty < f[N;| et |To| < f|Ny]
Ona:

mdv m 2 mI’
2

T = ——— = — = —
! 2 dt r (6m+ M) r (6m+ M)

et

mI’ r r m
=t —=— (1 ——
rem—+mM) r r 6m+ M

OnaT,>0etT; <O.

Interprétation physique : Si I > 0, le couple moteur a tendance a faire
tourner la roue dans le sens horaire. Pour que la roue 2 ne glisse pas, on doit
avoir T, > 0.

Le couple moteur ne s'applique pas sur les roues arriéres. Pour ne pas avoir
de glissement, on doit donc avoir T; < 0 puisque c’est la seule force qui
contribue au moment et donc a la rotation de la roue 1.

Avec les équations (A) et (3), on peut en déduire N; et N, puis le couple
maximum pour ne pas avoir de glissement.

Deuxiéme méthode : raisonnement énergétique

Le systéme étudié est la voiture constituée du chassis et des quatre roues.
Il faut faire le bilan des actions extérieures et intérieures :

e Actions extérieures : Dans le cas du roulement sans glissement, la vites-

se aux points I; est nulle. Les forces T'. et I(Ii ne travaillent pas. Les forces
de pesanteur ne travaillent pas.

e Actions intérieures : Les liaisons pivot sont parfaites. La puissance des

actions de liaison est donc nulle. Attention : la puissance du couple r qui
s‘applique sur chaque roue avant est non nulle. Elle vaut

-

- =3 - v . = 2
' wl, +T-wl;, = 2FF' Par contre, la puissance du couple I" exercé

par chaque roue sur le chassis, est nulle car il n'y a pas de rotation du
chassis.
On utilise le théoréeme de Koenig pour calculer 'énergie cinétique de chaque
roue. Le référentiel barycentrique est : W* = (Oj; Uy, Uy, Uz t).
L'énergie cinétique de la voiture est :

1 1 1
EC =4 (Esz + Emvz) + EMUZ
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v
Commew:rona:

E —411mr2(v)2+1(M+4m) 22 L om o omyo?
©c="32 r) T2 YT v

La puissance des forces extérieures est nulle.
La puissance des forces intérieures est égale a :
v
Pint = 2I' =
r
On applique le théoréme de la puissance cinétique :
dE; dv v
— =M+ M)v— = Py, =2I'—
dt ( + ) dt nt r
En simplifiant par v, on obtient ['‘équation différentielle du mouvement :

dv 2r
om+ M) — = Py = —
( ) dt nt r
Remarque
On voit tout I’intérét de la méthode énergétique. La simplification est spectaculaire
puisqu’on a trouvé 1’équation différentielle avec une seule équation alors qu’il fal-
lait 12 équations avec la premiére méthode !
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Electrocinétique

Exercice 3.1 : Montages fondamentaux avec des amplificateurs
opérationnels (PC-PSI)

On consideére trois montages avec des amplificateurs opérationnels idéaux. On
Rs

Ri+ Ry

1. Déterminer la fonction de transfert pour la figure 1.

pose (5 =

2. Déterminer la relation entre ve (t) et vs(t)par deux méthodes pour la figure 2.
A t =0, on applique une tension continue vg = —Vy < 0 au dispositif et le
condensateur est déchargé. Déterminer la tension de sortie vs(t) pourt > 0.

3. Pour quelle valeur de vg la tension de sortie de la figure 3 passe-t-elle de la
valeur vs = Vgt @ vs = — Vgt ? Tracer le graphe représentant vs en fonction de
ve. Comment appelle-t-on ce montage ?

figure 1 |£2| figure 2 1 ©

{1 A = E {1 =
VE + VE +
Vs Us

LAY

7777 7777
figure 3
- >
€
v +
el — vs
Ry

Analyse du probléme

Cet exercice reprend quelques montages fondamentaux avec des amplificateurs
opérationnels en régime linéaire ou en régime de saturation. On va voir plusieurs
méthodes permettant d’obtenir 1’équation différentielle.
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Cours: La méthode générale pour la mise en équation dans les montages avec des amplifi-
cateurs opérationnels est d’écrire :

* le théoréme de Millman ou la loi des noeuds en termes de potentiels a tous les noeuds
sauf a la masse et a la sortie,

* [’équation de fonctionnement de I’amplificateur opérationnel : saturation positive ou
saturation négative ou régime linéaire (e = 0 pour un amplificateur opérationnel idéal).

%

1. On suppose l'amplificateur opérationnel idéal en régime linéaire puisqu’on
a une rétroaction de la sortie sur l'entrée inverseur. Aucun courant ne rentre
dans les entrées (+) et (-) et e =0 —vp =0.

On a deux inconnues : va et vs. Il faut deux équations :

e théoréeme de Millman en A :

1 1 VE Vs
vA<R1 + Rz) = R + R,

e amplificateur opérationnel idéal en régime linéaire :
e=0—va=0

Comme vpo=0,0na:

C'est un montage inverseur.

2. Premiére méthode

On cherche a obtenir directement '‘équation différentielle.

On suppose l'amplificateur opérationnel idéal en régime linéaire puisqu’on a
une rétroaction de la sortie sur U'entrée inverseur. Aucun courant ne rentre
dans les entrées (+) et (-) et e =0 —vp = 0.

. C
¢ a1
I
R A
T 6 : ? S
O] vs
M

o

On a deux inconnues : va et vs. Il faut donc deux équations :
® |oi des noeuds en termes de potentiels en A :
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Il faut relier l'intensité i & la tension de sortie vs.
. d
Soit g la charge du condensateur. Ona I = d—? et g =C (va—vs).
e amplificateur opérationnel idéal en régime linéaire :
e=0=0-— VA
On a donc :
Soit :
Ve dvg
—+C—=0
R dt
On obtient finalement :
| t
vs(t) —vs(0) = ——— | ve(t)dt
s(t) —vs(0) RC / e(t)
0
On a donc un montage intégrateur. Lamplificateur opérationnel doit rester
en régime linéaire pour fonctionner en intégrateur.

Deuxiéme méthode

On se place en régime sinusoidal forcé pour calculer la fonction de transfert.
On pourra en déduire directement l'équation différentielle.
Les deux équations sont :

e théoréeme de Millman en A :
\Y/ 1+'C —E—I—V'C
YA\RTIMv) =g TSIt

e amplificateur opérationnel idéal en régime linéaire :

e=0=0—Va
On a alors :
Ve
== JRCw
Soit :
Ve
JwVs= -2
On en déduit l'équation différentielle :
dvg Ve
dt ~  RC

On retrouve bien le méme résultat qu'avec la méthode 1.
At=0, vs=0 et vg = —Vp. On integrede 0 at :
Vo

1) —0=—t
vs(t) RC
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Ce résultat est valable uniquement jusqu’a 15 V ou on a une saturation de 1’am-
@ plificateur opérationnel.

A\ 2

3. On n’a pas de rétroaction de la sortie sur U'entrée inverseuse. Le régime
linéaire ne peut pas étre stable. On a donc uniquement un régime de satu-
ration positive ou négative. On définit :

€ =UA— Ve
Cours: On a plusieurs modes de fonctionnement possible de I’amplificateur opérationnel.

Pour analyser un tel montage, on fait des hypothéses de fonctionnement et on vérifie les
hypotheses a la fin des calculs.

2 Q 1™ hypotheése :

Supposons l'amplificateur opérationnel en régime de saturation positive.
Les deux équations sont :

e théoréeme de Millman en A :
1 1 Us
VAl — 4+ =— ) = —
<R3 R4> R4

R+ Ry

e amplificateur opérationnel en régime de saturation positive : vg = +Vgy

Soit :

VA vs = [us

Remarque : On aurait pu appliquer la formule du diviseur de tension pour calculer
Va puisque iy = 0.

Vérification des hypothéses : Il faut que € > 0. Comme va = 3 Vga, on doit

25 avoir :

VE < [ Vsat
2¢ hypothése :
Supposons 'amplificateur opérationnel en régime de saturation négative.
Les deux équations sont :
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e théoréme de Millman en A : Cest la méme équation d'avec la premiére
hypothése. On a :

va = [us
¢ amplificateur opérationnel en régime de saturation négative : vs = —Vg,t
Vérification des hypothéses : Il faut que ¢ < 0. Comme va = —( Vsat, ON
doit avoir :
VE > _ﬂvsat
Conclusion : On a la caractéristique suivante :
vs
A
Z. N Vsat N
~ 7 7
N
A4 -
_BV;at ﬂvvsat VE
Z Z N
~ _‘/;at ~ U

Explication du sens de parcours du cycle :

e 0On augmente la tension vg a partir d’'une valeur inférieure 3 —(Vgy. La
tension de sortie vaut V. vgvaut Vg tant que ve est inférieure a 5Vsas.
On a un basculement de la tension de sortie de Vgt a —Vsar quand ve
vaut BV, Au deld, vs vaut —Vgy puisque ve est comparée a —BVgy.

¢ On diminue la tension vg a partir d’une valeur supérieure a SV, La ten-
sion de sortie vaut —Vgy. vs vaut —Vgy tant que vg est supérieure a
—(Vsat. On a un basculement de la tension de sortie de —Viu a Viat
quand vg vaut —(Vs,. Au deld, vs vaut Vg, puisque ve est comparée a
BVsat-

Une fois le basculement effectué, le seuil de comparaison change. Ce mon-
tage permet d'éviter des rebonds successifs. Le cycle est appelé cycle a hys-
térésis.

Exercice 3.2 : Oscillateur de relaxation (PC-PSI)

On considere le montage suivant reprenant les figures décrites dans I’exercice
précédent. A ID’instant t =0, la tension de sortie vs est égale a
vs = Vst = 14,7 V et le condensateur est déchargé. On donne : R} = 10kS2 ;
R =47kQ;R=10kQ2;C =10nF;R; =4,7kQ ; Ry = 10k<2.
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1. Etudier I’évolution ultérieure des tensions vs(t),v;(t) et va(t).

2. Tracer les graphes de ces trois tensions et calculer la fréquence des signaux
obtenus.

Ry C
R
s D e R —- ¢
— + ° ot A — +
N
1
V1 U2 = Vs
[1as

Analyse du probléme

Dans I’exercice précédent, on a analysé en détail le fonctionnement de chaque mon-
tage a amplificateur opérationnel. On travaille en régime transitoire. Il faut donc
étudier le montage en partant de t = 0 avec une saturation positive d’aprés 1’énon-
cé. On reste en saturation positive tant que v, est inférieure a SVg,. On calcule le
temps t; correspondant au premier basculement puis le temps t, correspondant au
deuxiéme basculement.

I1 ne faut pas utiliser les notations complexes pour analyser le montage globalement
car le circuit n’est pas linéaire. Par contre, on peut utiliser les complexes pour
déterminer 1’équation différentielle reliant v; et v;.

2& 1. Régime de saturation positive entret =0 ett=1;:
La tension de sortie vaut : vg = 14,7 V.
R
On en déduit que : v| = —Ez sat = —0,9 V.
1

0 dv2 —V1 1 R2
navuque — = — = — — V1.
% TRC T RCR ™

On a donc :

R Ve t = 690001
RCR, sat L =

La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de facon dis-
continue. Le condensateur est déchargé at = 0, donc :

Vs (1) = 69000t

v2 () —02(0) =
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Vérification des hypothéses : Il faut que vy < Vsat.
Pour t = ty, v, atteint BVs = 4,7 V. Il y a basculement de la tension de
sortie de Vgur @ —Viat.
Pourt =t;, on a : 69000t; = 5Vsu. D'oll :
t, =6,81 x 107> s

Régime de saturation négative entret =t; ett =1t :

La tension de sortie vaut : vg = —14,7 V.
R
On en déduit que : v; = Ezvsat =69V.
1
dv, —u 1 R
0 — = —— = ——— V.
navae G T Rc T TRCR ™
On a donc :
®) (t) L Ry, (t —t)) = —69000(t — t;)
— v e — — e —
U2 2 (11 RC R, sat 1 1

La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de facon
discontinue. La tension aux bornes du condensateur vaut 4,7 V at =1,
donc :

vy (1) = 4,7 — 69000(t —1;)

Vérification des hypothéses : il faut que vy > —Vg,

Pour t = t, vy atteint — Vg = —4,7 V. Il y a basculement de la tension
de sortie de — Vg @ Viat.

Pourt =t),ona: v (t)) = —4,7=4,7— 69000 (t, —t;). D'ol :

th —t =1,36 x 1074 s

Attention au montage intégrateur avec les conditions initiales. Il est inutile de
remplacer t] par une expression qui peut étre compliquée. Il est préférable de gar-
der des termes en t — t;.

2. Régime de saturation positive entret =ty ett =t3:

La tension de sortie vaut : vg = 14,7 V.
R
On en déduit que : v; = —Ezvsat =-69 V.
1
0 dv2 —U 1 R2
navuque — = — = — — Vat.
&% TRC TRCR ™
On a donc :

1 R
vy (1) —va () = R_CE?VS"’“ — 69000t

La tension aux bornes dun condensateur ne peut pas varier de fagon
discontinue. La tension aux bornes du condensateur vaut —4,7 Vat =t,, donc:
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vy (1) = —4,7 + 69000(t — t,)

Vérification des hypothéses : Il faut que vy < GVsat.
Pour t =t3, v, atteint BVg = 4,7 V. Il y a basculement de la tension de
sortie de Vgur @ —Viat.

N
14’7 j— R

69 p---—m——— '

4,7 -
1
1
1

0 /l\\

\7 i

4,7 Y ___ -
U1 .
-6,9 —
' Us ' '

_14’7 T - —— —

Oscillations périodiques :
On a des signaux périodiques de période T =t3 —t;.
D'apres |'étude précédente, on a t3 —t, =t —t;. La période des oscilla-
tions est :
T=2(t—-1)

La fréquence des signaux est donc :

T

56

Exercice 3.3 : Oscillateur a pont de Wien* (PC-PSI)

L’amplificateur opérationnel est idéal et fonctionne en régime linéaire. La tension

. . . . W
vE est une tension sinusoidale, de pulsation w. On pose wy = —=, X = — et
RC wo
1
X=X——.
X

Vs
1. Déterminer K = ﬁ Exprimer U en fonction de Vg et Vs. Montrer que I’on

o 1
peut écrire : U =T Vg + 37 ij

2. Exprimer Vs en fonction de K, X et VE.
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3. Déterminer la valeur du couple (K, w) pour laquelle on a des oscillations sinu-
soidales avec une tension d’entrée nulle.

Rs
1
| —
4 >
+ ° A
N
——-
Ry [] o R C vs
E]EJJC
I

Analyse du probleme

Aprés avoir déterminé la fonction de transfert, on va en déduire la condition pour
avoir des oscillations sinusoidales avec une tension d’entrée nulle.

¥

(D

1. On applique le théoréme de Millman en A et comme l'amplificateur opé-
rationnel est idéal en régime linéaire : ¢ = 0. On a donc :

1 1 Vs
Val—+—) ==
_A<R1+R2) R,

ﬂ_
1 1 Vs Ry
Dot U[ —+ — ) = =, soit: U =———Vs. On en déduit :
_(Rl Rz) Ry - R1+R2_S
K:M_S_R1+R2
U Ri

On applique le théoréme de Millman en B :

1 1 Vs .
Ve §+JC“J+ )= 5T 1 Ve ﬁ—i-ij
R+icw/ Rtjew

Pour bien mener a terme les calculs, il ne faut pas multiplier par 1’expression
conjuguée. Il est préférable de faire intervenir le plus vite possible des termes en
X = jRCw.
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%

Dot :

. 1 Vs .
ﬁ(lJrJRc:wJr 1 )= = 4 Ve(l+ jRCw)
TRCW I+

Comme Vg =U, ona:

: 1 Vs :
Ull+jx+ m)=—F+Veld+]jX)
L+ 5 I+

X

1
0 ltipli I+ —:
n multiplie par +JX

. 1 ) 1
Q((lJer) (1+—jx>+1> =VS+VE(1+Jx)(1+j_X>
D'ou :
. 1 ] 1
u(3+1 (X__))=VS+VE<2+J (x——))
X - X

On obtient finalement :

1
2+j<x——)
\%
U=VYe )1( + = 1
v (xod) e (xo0)
X X
soit :
24X
=TV \Y T=
v _—E+3+jX_S avec T 31X

Vs
2. D’aprés la question 1: U = ? On a donc :

2 X 1
R ESVAN -V
34 jX— 34X
24X
3+ JX ~ 3 + jX—
K2+ jX)
3—-K+jX—
3. Obtention de l'équation différentielle

Vs _
?

VE. On obtient finalement :

Soit : V5 (

Vs=

On fait le produit en croix :

(ko)) s oo o)

On multiplie par jX :
Vs(B = K)jx+ (jx)*+1) =K (2jx+ (jx*+1) Ve
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Pour en déduire 1’équation différentielle reliant vs(t) et ve(t), il faut remplacer

. ' d
formellement X = v par ——

, VE par ve(l) et Vg par vs(t).
wo wo dt'— -

On en déduit directement 'équation différentielle reliant vs(t) et ve(t) :

¥

1 dvs 1 d%vs 1 dvge 1 d?ve
3—-K)—— 4+ —— =K(|{2———+ —=—
OO T T w dt o2 aE TUE

Pour v = 0, on a l'‘équation d'un oscillateur harmonique si K = 3. On a
alors :

d*vs

F + w%vs =0

On a donc des oscillations sinusoidales de pulsation w = wy.

Remarque

On va étudier dans I’exercice suivant la naissance des oscillations. Le terme
(3 — K) ne peut pas étre rigoureusement nul en pratique. Il doit étre négatif pour
observer la naissance des oscillations.

Exercice 3.4 : Oscillateur a résistance négative (PC-PSI)

L’amplificateur opérationnel est idéal. On note Vg, et — Vi, les tensions de satu-
ration positive et négative.

1. On considére le montage de la figure 1. Donner la relation entre v et i en régi-
me linéaire et en régime de saturation. Quelle est la condition sur i pour étre en
régime linéaire ? Construire le graphe v = f (i). Dans quelle partie le montage
est-il équivalent a une résistance négative ? Donner une interprétation physique.

R R
figure 1 ] figure 2 -
. A i
> - b |s > - >
A ® + ® I
B +
R Lr R
v {1 g {1
R q
—_— C R

2. Pour le montage de la figure 2, établir I’équation différentielle régissant 1’évo-
lution de i (t) en régime linéaire et en régime de saturation.
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3. Quelle est la condition sur R pour avoir des oscillations sinusoidales ?

4. Interpréter 1’enregistrement suivant avec des conditions initiales quasi nulles.
Pourquoi doit-on avoir I < R pour avoir des oscillations quasi sinusoidales ?

i(t)

Analyse du probléme

La connaissance de la caractéristique du dipdle de la figure 1 permettant de simpli-
fier I’étude du montage de la figure 2.

On va étudier la naissance des oscillations avec une phase initiale d’amplification
ou ’amplificateur opérationnel est en régime linéaire.

2& 1. Régime linéaire :

Bilan des inconnues : vs, v et vg. On cherche a les exprimer en fonction
de i.
Il faut donc écrire 3 équations :

théoréme de Millman en B

loi des noeuds en termes de potentiels en A
amplif cateur opérationnel idéal en régime linéaire

1+1 _US
lRTR/TR

i+(vs—v):0

e=vg—v=0

On a donc :

R R
On en déduit que :

1 1
Dol : vg = R(—+—>v=2v.

v = —Ri (en convention récepteur)
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Il ne faut pas oublier de vérifier les hypothéses. Les calculs précédents
sont valables a condition d'étre en régime linéaire. Il faut donc que
[vs| < Vsat.

Les relations précédentes donnent : vg = —2Ri.

On appelle iy la valeur de i pour laquelle vs vaut —Viy :
o= Vet
T 2R

Pour étre en régime linéaire, on doit donc avoir :

il <io
Régime de saturation positive ou négative :
Les trois équations s'écrivent :

1+1 _Us
"\R"R/TR

i+M=O
vs = Vst
On a alors :
v=Ri+VS

Caractéristique :

On en déduit la caractéristique donnant v en fonction de i :
v

’ V;at

L7 Résistance
négative

I

! .

1 ZO
4

— Vsat

Pour i € [—ip,ip], le montage est équivalent a une résistance négative.
Cest en fait un générateur de tension proportionnelle a lintensité. L'énergie
vient de l'alimentation de l'amplificateur opérationnel qui n’est pas repré-
sentée sur le schéma mais qu‘il ne faut pas oublier en TP !

2. On a étudié dans la question précédente le dipole représenté en pointillés.
Régime linéaire :
L'équation différentielle s'écrit :
d ¢ . .
v=—L—+<—-ri=-Ri
d C
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%

l £ l
I — I
i ! !
— E |
ro ]
| |
| |
.| EL e S
| 1
T |
o
D'aprés les orientations de i et q,
i = dq
S dt

De trés nombreuses erreurs de signe sont commises lors de la mise en équation :
loi d’Ohm, relation entre i et g, relation entre q et la tension aux bornes du
condensateur.

En dérivant l'équation précédente par rapport au temps, on obtient :
& —Rdi i
dt? L dt LC
Le systéme est donc divergent si R > r. Ce régime reste valable tant que la
tension vs n‘atteint pas la saturation de l'amplificateur opérationnel. On na
plus la méme équation différentielle une fois la saturation atteinte.
Régime de saturation positive ou négative :
L'équation différentielle s'écrit :
d g . .
v=—L—-+<-—-ri=Ri+v
it C S
On est en régime de saturation avec vg = £Vsqt. En dérivant 'équation pré-
cédente par rapport au temps, on obtient :

i+ R i

dt? L dt ' LC

On a donc un régime convergent.

3. Pour r = R, on retrouve 'équation différentielle d'un oscillateur harmo-
nique :
d?i i
T icT
On peut donc avoir des oscillations sinusoidales.

0
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Remarque : Dans I’exercice précédent, on a utilisé une deuxiéme méthode qui uti-
lise la fonction de transfert permettant de trouver une condition pour avoir des oscil-
lations sinusoidales.

4. Analyse de la courbe :

2@ e At =0, les conditions initiales sont quasi nulles. L'amplificateur opéra-
tionnel est en régime linéaire. On a une phase d’amplification. L'énergie
recue vient de l'alimentation de l'amplificateur opérationnel. On observe
sur la courbe un régime pseudo-périodique divergent.

e Ily a ensuite une saturation de lamplificateur opérationnel. On na plus
la méme équation différentielle et on observe une phase d’amortissement.

® 0On a ensuite une alternance des phases d'amplification et d'amortisse-
ment. Un équilibre peut se créer et on obtient d'aprés la figure des solu-
tions quasi sinusoidales.

Conclusion :

e 1 > R : le systtme ne peut pas démarrer. On a toujours une phase
d’amortissement et on ne peut pas observer la naissance des oscillations.

e 1 = R est un cas théorique puisqu’en pratique, on n’a pas l'égalité par-
faite.

e r < R: on peut observer la naissance des oscillations.
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Ondes dans un milieu
non dispersif

Exercice 4.1 : Corde de Melde et ondes stationnaires (PC-PSI)

On considére une corde vibrante de masse linéique 1, de longueur L sans élasti-
cité et sans torsion, se déformant faiblement au voisinage d’un axe OX. On négli-
ge les effets de la pesanteur.

1. Etablir I’équation de propagation de d’Alembert sachant que le déplacement

d
y(X,t) est un infiniment petit d’ordre un, ainsi que 1’angle o = a—Z que fait la

corde au point d’abscisse X avec 1’axe OX.

2. La corde est tendue par le poids d’une masse m maintenue fixée sur la poulie
en X = 0. Un dispositif impose le mouvement y(L,t) = bcoswt avec b <« L.

L
On cherche y(x,t) de la forme f(X) coswt. On suppose que sin (%) =+ 0.

Définir les noeuds et ventres de vibration.

3. Montrer que pour certaines valeurs de w, il y a résonance et que les pulsations
possibles se mettent sous la forme w, = Nw;. Représenter les noeuds et les
ventres de vibration pour n =1 etn = 2.

Y

O T

Analyse du probléeme

On étudie la propagation d’une onde transverse sur I’axe OX. On obtient 1’équation
de d’Alembert que I’on rencontre trés souvent dans les exercices. Avec les condi-
tions aux limites de 1’énoncé, on a une onde stationnaire constituée de noeuds et

o . . A .
ventres de vibration. La distance entre deux noeuds successifs est 5 alors que la dis-

. A
tance entre un noeud et un ventre consécutifs est Z
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Cours: Force exercée par une partie dela corde sur I'autre partie

Si on coupe fictivement la corde au point M d’abscisse X, la partie droite de la corde exer-
ce sur la partie gauche une force T (X,t) tangente a la corde.

D’aprés le principe des actions réciproques, la partie gauche exerce sur la partie droite la
force —T (x,1).

%

68

1. A linstant t, la corde subit un déplacement transversal. On suppose que
la corde se déforme faiblement au voisinage de l'axe OX. On fera donc un
développement limité au premier ordre. On écrira par exemple : tana = « ;
cosa = 1...

Systéme : élément de corde compris entre X et X + dX. On a dx = dl cos a.
On fait un développement limité au premier ordre : cosa = 1, d'oli dX = dl.

Référentiel : % = (O; Uiy, y, 0z t) terrestre galiléen.

Bilan des actions extérieures :

® poids négligeable.

e [a partie droite exerce une force f(x + dx,t) tangente a la corde en X +
dx.

e [a partie gauche exerce une force —f(x,t) tangente a la corde en X.

y T(z+dz, t)

\ 4

r x+dz r

Théoréme de la quantité de mouvement :

pdld = —T (X,t) + T (X + dx,t)
La corde se déforme faiblement au voisinage de l'axe OX. L'accélération de
la corde est uniquement suivant Uy. Les angles sont fortement augmentés
sur la figure pour la clarté de la représentation.
On désigne par Ty et Ty les projections de T sur (Uy,Uy). On projette le
théoréme de la quantité de mouvement sur (Uyx,Uy) :

0=—Tx (X,t) + Tx (X + dx,1)
2

0
udx% = —Ty (X,t) + Ty (X + dx,t)
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On en déduit que :

oT.
0 = —2dx
gx
B 0
_y —de
ot2 X

On en déduit de la premiére équation que Ty est une constante. Au premier
ordre, ona: Ty =T cosa =T = cte.

Comme T et Ef sont colinéaires, on a :

0 T,
tana = —y =
ox Ty
On en déduit :
ay Ty
ox T
Dot
T3y
T, =
v =Tox
On obtient alors :
0Ty _ 1y
X ax2
Il reste a remplacer dans le théoréme de la quantité de mouvement :
0%y 0%y
dx—= = T—dx
TS
On obtient 'équation de propagation, appelée ici équation de d’Alembert :
’y 19%
ax2 ¢ a2
On définit la célérité de londe :
-
c= |—
"

Londe se propage sur l'axe OX et le mouvement d'un point de la corde est
dans une direction orthogonale a OX. On dit que l'onde est transverse.

2. La poulie et la masse msont immobiles. La masse mest en équilibre, donc
Ty + mg = 0. La tension du fil idéal et tendu est uniforme le long de celui-

c¢i. On a donc fz = —'Ijl. On a vu dans la question précédente que
Ty = T = constante. Comme la poulie est immobile, on en déduit que :
=%l -

69



Partie 3 - Ondes

Ny

)
v

&
T,

Ej masse m
\ 2

On cherche y(Xx,t) de la forme f (X) coswt. Les variables X et t sont décou-
plées.

On dit que l'on a une onde stationnaire.

Pour trouver f(x), il suffit de remplacer y(x,t) dans léquation de
d'Alembert :

f” (x) cos (wt) = é (—w?) f (X) cos (wt)

Aprés simplification , on a :

2
" w
f (x)+§f(x):0

On définit K le module du vecteur d'onde, appelé module d’onde :

k="
(o

Cette équation différentielle ressemble a un oscillateur harmonique. Attention : les
dérivées sont par rapport a X et non par rapport au temps t. Le coefficient devant
f (X) est homogene a I’inverse d’une distance au carré, ce qui justifie le change-
ment de variable avec K.

On en déduit directement la solution de cette équation différentielle :
f (X) = Acoskx + B sinkx

%

On obtient donc :
y (X,t) = (Acoskx + B sinkx) cos (wt)
On a deux fonctions périodiques :

e périodicité temporelle de période T. La pulsation w est définie par :

2
w:—W=27rf.

T
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e périodicité spatiale de période A. Le vecteur d’onde K est défini par :

2
k= ; = 2mo. On appelle ole nombre d'onde ou fréquence spatiale.

Deux conditions aux limites
e y(0,t) =0 = Acoswt. On en déduit que A= 0.
b

e y(L,t) =bcoswt = BsinkL coswt. Dol : B = — .
sinkL

On a donc :

y(X,t) = 3 sin kX cos (wt)

sin
On a des noeuds et des ventres de vibration :

Noeuds de vibration : Lamplitude de la vibration est nulle en un noeud de
vibration. On n’a pas de mouvement de la corde. Pour déterminer les abs-
cisses correspondantes, il suffit de résoudre : sinkx = 0, soit :

kX = nm
avec n entier. On obtient :
nTt nmw A
WE T E TN
Y

A
La distance entre deux noeuds successifs est >

Ventres de vibration : Uamplitude de la vibration est maximale. En un point
d'un ventre de vibration, on a :

sinkx = +1
Dot :

kX:z—i—mW

2
avec m entier. On obtient alors :
. 7r+m7r_ s +m7r_)\+m)\
Tk ko2 24

. . A
La distance entre deux ventres successifs est 5

. 0 . A
La distance entre un noeud et un ventre de vibration consécutifs est T

3. Si sinkL = sin <% L) — 0, l'amplitude tend vers linfini. On dit que

l'on a résonance pour certaines valeurs de K, donc certaines valeurs de la
pulsation.
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En pratique, 'amplitude reste finie a cause des frottements. Le développe-
ment limité effectué précédemment n’est plus valable.
On a alors :

KL =21 =nr
(o

avec n entier. On a résonance pour les pulsations suivantes :

wn = N—

L

Pour x =L, on a y =bcoswt. Cest pratiquement un noeud de vibration
puisque 'amplitude b est trés faible devant 'amplitude des ventres de vibra-
tion.

Etude du cas oit N = 1 - Excitation du premier mode propre

7cC
On l'obtient pour une pulsation d'excitation w; = T soit une fréquence

w C
fi = 2—1 =50 Cette fréquence est appelée fréquence fondamentale.
T
La longueur d’onde est :
C C
/\1 =CT1:—=T=2L
fl ﬁ
On a donc la relation :
A
L=2
2

On a la figure suivante. On a un seul ventre de vibration.

=

masse m

On retient que lorsque la longueur L est égale a la moitié de la longueur d’onde,
on a le premier mode propre. On peut mémoriser ce résultat facilement sachant
que la distance entre deux noeuds successifs est la moitié de la longueur d’onde.

Etude du cas oit N = 2 - Excitation du deuxiéme mode propre

2mC
On lobtient pour une pulsation d'excitation w, = - soit une fréquence
w2

T o

Cc
f, =T Cette fréquence est appelée 2¢ harmonique.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 4 - Ondes dans un milieu non dispersif

La longueur d'onde est :

C C
)\2=CT2=—:?:L
fy T
A 3\
On a deux ventres de vibration aux abscisses : ZZ et Tz

A
On a trois noeuds de vibration aux abscisses : 0,72 et As.

masse m

Si on fait l'expérience et qu'on augmente la fréquence de l'excitation, on
observe sur la corde des ondes stationnaires de faible amplitude sauf pour
certaines valeurs correspondant aux modes propres calculés précédemment.

Exercice 4.2 : Tige solide et module d'Young (PC-PSI)

On étudie la propagation de vibrations longitudinales dans une tige cylindrique
d’axe OX. On appelle p la masse volumique, S la section et L la longueur du
cylindre. On modélise le réseau cristallin par une chaine infinie d’oscillateurs
harmoniques paralléles a OX. Les atomes sont modélisés par des masses ponc-
tuelles mreliées entre elles par des ressorts sans masse et de constante de raideur
k. A 1’équilibre, toutes les masses sont équidistantes de d appelé pas du réseau.
Un atome d’indice n a pour abscisse X = nd a I’équilibre. On note Yyn son élon-
gation a un instant t.

m m m
équilibre —,

instant ¢

1. Ecrire I’équation différentielle reliant Yn,Yn—1 €t Yn+1-

2. On étudie le passage du discret au continu en supposant que 1’élongation varie
trés peu d’un atome a un autre atome voisin. On définit la fonction y(X,t) par
Yn(t) = y(nd,t). Montrer que si d — 0, 1’équation différenticlle précédente
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peut se mettre sous la forme d’une équation de d’ Alembert. Exprimer la célérité
c en fonction de k,d et m.

3. Si on applique lentement une force F aux deux extrémités du cylindre, on a un

F oL
allongement dL du cylindre. Le module d’Young E est défini par : 5= ET.

Exprimer E en fonction de p, k, d et m. En déduire la célérité des ondes en fonc-
tion de E et u.

4. Une onde sonore plane progressive harmonique se propage dans la tige étudiée
précédemment. Le module d’Young vaut E = 21 x 10'° Pa et la masse volu-
mique 1 = 7,9 x 10° kg.m 3. Calculer la célérité des ondes c. La condition pour
pouvoir passer du discret au continu est-elle vérifiée ?

Analyse du probléme

On modélise une tige solide par une chaine infinie d’oscillateurs harmoniques. 11
faut faire attention a la mise en équation avec les ressorts. Si la distance entre les
atomes est trés faible devant la longueur d’onde, on peut étudier le passage du dis-
cret au continu en appliquant la formule de Taylor a I’ordre 2.

1. Systéme : masse m d’indice n.

%

Référentiel : )i = (O; T, T,IZ,t) terrestre galiléen.

(L
m m m
équilibre n n n —,

instant ¢

Bilan des forces qui s’exercent sur la masse m dindice n :

e Force exercée par le ressort située entre la masse (n — 1) et la masse
N : —k(¢ — d)ty. On a un signe — puisque la force est dirigée vers — Uiy
si le ressort est étiré. La longueur du ressort est £ =d + Yn — Yn_1.
Lallongement est donc : £ — d = Yn — Yn_1.-

® Force exercée par le ressort située entre la masse N et la masse N+ 1 :
+k(¢ — d)Uy. On a un signe + puisque la force est dirigée vers Uy si le
ressort est étiré. La longueur du ressort est ¢’ =d+ Yhi1 — Yn.
Lallongement est donc : ¢/ — d = Yni1 — Yh-

@ 11 faut faire trés attention aux signes et aux calculs des allongements des ressorts.
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Théoréme de la quantité de mouvement :

MYn = —K (Yn — Yn—1) + K (Yn+1 — ¥n)
2. On pose Y (t) = y (nd,t)
ay
ax )y " <m) y

On applique la formule de Taylor a l'ordre 2 :
d?
2
oy d?
2 E)x2 nd

0X

Ynt1 (1) =y (nd +d,t) =y(nd,t) +d

Yn-1 (1) =y (nd —d,t) = y(nd,t) —d +

L'équation différentielle s'écrit alors :
3%y (nd,t 3 d? [a?
ot2 0X)ng 2 \0X* /)4
0
d

On obtient alors :

2
ma y (nd,t) —d? 9%y
ot? %2 ) g

Comme nd est l'abscisse X de l'atome d‘indice n, on en déduit finalement :

9’y kd? %y
at2  m ax2
C'est une équation de propagation appelée équation de d’Alembert a une
dimension.
La célérité c est définie par :
kd?

c=,—
m

3. Lorsqu’il y n"a pas de force appliquée aux extrémités du solide, la distan-
ce entre deux atomes consécutifs est d a l'équilibre.

&
<

v

L d

<>

pas de force appliquée u u u ﬂ X
0 1 2 3 4
force appliquée €—JoPAMA WA PAWALPAWAfF—
_Fi, Fi,
>
L+6L 3y

4
v
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Lorsqu’on applique lentement une force F aux deux extrémités du solide, la
distance entre deux atomes consécutifs est d + dy a l'équilibre.

On appelle N le nombre de ressorts. Sur le schéma N = 4. En pratique, le
nombre d’atomes N est trés supérieur a 1. Lordre de grandeur est le nombre
d’Avogadro.

Léquilibre de la masse dindice 0 et de la masse dindice N sécrit :
F = kdy.

L trainte est k5
a contrainte est : 0 = — = —=0dy.
s~ s”
Lallongement total du solide est 6L = NJy. On en déduit :
F k
—=—94L
S SN

Pour exprimer E en fonction de p, k, d et m, il faut éliminer S et N.
On a deux équations :

® |a masse totale du solide est : uSL = (N + 1)m =~ Nm. On a donc :
S

M &q.1)
— = — (¢q.
N~ L4

e La longueur totale du solide est : L = Nd. On a donc :

»_ L
N“ = 2 (éq.2)

En faisant le produit des équations (1) et (2), on a :

mL
SN = —
pd?
On en déduit la contrainte :
F kud2 oL E5L
S m L L
Le module d'Young est :
kpd?

La célérité des ondes dans le solide est :

-2

4. La célérité des ondes dans l'acier vaut :

c=15,2x 10° m.s~!
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Les ondes sonores ont des fréquences comprises entre 20 Hz et 20 kHz. Pour
pouvoir passer du discret au continu, il faut que la distance interatomique
soit trés petite devant la longueur d'onde A. La condition la plus forte est
pour la fréquence de 20 kHz. La longueur d'onde vaut alors :

C
/\=CT=?=26cm

Cette condition est toujours vérifiée puisque la distance entre deux atomes
est de Lordre de 10710 m.

Exercice 4.3 : Equation des télégraphistes (PC-PSI)

Un cable coaxial est assimilé a un circuit a constantes réparties, de sorte qu’une
longueur dx de cable est représentée par le schéma électrique équivalent suivant :

i(x) ~ Lode i(2+dz)

N N
7 7

v(z) Codz —— v(z+dx)

ou Lo,Cyp représentent respectivement I’inductance linéique et la capacité
linéique du céble. Dans la section d’abscisse X du cable, le courant vaut i (X,t) et
la différence de potentiel v(X,t). Dans la section d’abscisse X + dX du cable, le
courant vaut i (X + dx,t) et la différence de potentiel v(Xx + dx,t).

1. Etablir le systéme d’équations reliant les grandeurs i (X,t) et v(X,t). En dédui-
re les équations vérifiées par les fonctions i (X,t) et v(X,t). En déduire C la vites-
se de propogation des ondes.

2. On étudie la propagation d’une onde plane progressive harmonique se propa-
geant vers les X>0. On pose i(Xt)=Ipexp(j(wt—Kkx)) et
v (X,t) = Vo exp (] (wt — kx)). Montrer que v et i sont en phase. Etablir la rela-

. . . v . .
tion de dispersion. On pose Zc = |: Exprimer Zc en fonction de Lo et Co.
Calculer I'impédance caractéristique de la ligne Z¢ et C la vitesse de propagation

des ondes sachant que Lo = 0,28 uH.m_1 ; Co=112 pF.m_l.

. . . .
3. Que devient la relation |: pour une onde plane progressive harmonique se pro-

pageant vers les X < 0 ?
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4. L’extrémité de la ligne (X = L) est fermée sur une impeédance complexe Z; .
On pose 1(X,t)=1lpexp(j (wt—kx))+ ljexp(j (wt+kx)). En déduire
v (X,t). Calculer a I’extrémité du cable, le coefficient de réflexion en tension puis
le coefficient de réflexion en intensité. Interpréter les cas particuliers : Z; =0,
Zr > oo et Zy = Zc.

Analyse du probléme

L’approximation des régimes quasi stationnaires est valable si la dimension du cir-
cuit est négligeable devant la longueur d’onde, ce qui est le cas pour un élément de
longueur dx. On peut donc appliquer la loi des noeuds et la loi des mailles pour
obtenir le systéme d’équations différentielles.

2@ 1. Loi des noeuds :

. . 0
I(X,t) =1(X+dx,t) + Codxa—:
o, av

Remarque : on devrait écrire Codx (ﬁ) (X 4+ dx,t).

La formule de Taylor permet d’écrire :
2

v dv )
Codx [(ﬁ) X+ dx,t)} = Cydx <ﬁ) x,t) + Codxaxat dx

2

) v ) ) . -
Le deuxiéme terme Codxmdx est un infiniment petit du deuxiéme ordre (pro-

duit de deux infiniment petits d’ordre 1), alors que le premier terme
av

Cod
OX(at

termes d’ordre supérieur a 1, ce qui revient a négliger le deuxiéme terme devant le
premier terme.

) (X,t) est un infiniment petit du premier ordre. On néglige tous les

. . oi
2@ Comme i (X +dx,t) =i(x,t) + &dx, on en déduit que :

di ov
— = —Cp— (éq.1
aX Oat(eq )

Loi des mailles :

oi
v(X,t) = v(X +dx,t) + Lodxﬁ

0
Comme v(X 4+ dx,t) = v(X,t) + a—zdx, on en déduit que :
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v L oi q.2)
— = —Ly— (éq.
X 05 1
o 32
On calcule (— =-Cp v
ax ) oax? atax
02 3%
On calcule Q =-Cy—
ot axat ot2
0 I\ 9% 92
ncaleule [ — ) : =— = —Lo——
ax ) ax2 tax
02 82
On calcule (— v —Lo—
ot 8x8t ot2

Les variables X et t sont indépendantes. On peut permuter I’ordre des dérivées par-
tielles, soit :

v 9% . I

axat  atax . axat  atax

Par élimination, on obtient :

¥
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2; 2i 7
et
2 2.
On en déduit les équations d’Alembert :
% 9%
a2~ 0%
et
2 2
= LiCoo
La vitesse de propagation des ondes est :
1
~ VLG

2. On reporte i (X,t) = lgexp (] (wt — kX))
et v (X,t) = Vo exp (] (wt — kX)) dans les équations (1) et (2) :

—jklp = —ColjwVp)
—~jkVo = —Lo (jolo)
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d Vo k Low
ce qui donne : =— = — = —.
d b,  Cow K
On a donc v et i en phase. On en déduit la relation de dispersion :
w = kc

Limpédance caractéristique du cable est :

VY k1 [
_|_()_C()u)_C()C_ Co

Application numérique : Zc = 50 Qetc = 1,79 x 103 m.s~!.

Zc =

=]l

3. Pour une onde se propageant dans l'autre sens :
i (X,t) = lgexp (] (wt +kx)) et v (X,t) = Vo exp (] (wt + kx)).
En reportant dans l‘équation (1), on obtient :

jklo = —Co (jwVo)

On en déduit que :

=<
ES
=~
—
(=
&

Remarque : Il faut bien distinguer ’onde incidente (intensité notée ij) et I’onde
réfléchie (intensité notée iy ).
On a vu que pour I’onde incidence :

vi (X,1) = Zc 1i(X,1)

et pour I’onde réfléchie :

Zﬁ 4. La tension se déduit de lintensité en utilisant limpédance caractéris-
tique :

v(x,t) = Zg i (x.t) — Zc ir (x,1)
On a donc :
w0t = Zc [lo exp (j (wt — kx)) — 1 exp (j (wt + kx))]
A Uextrémité de la ligne, la loi d'Ohm donne :
v(L,t) =Z i(L,b)

Le théoréme de superposition permet de calculer i(L,t) en fonction de
ii(L,t) =loexp (j(wt —KL)) etdeir(L,t) =Ijexp(j(wt+KL)) :

F(L.D =i (LD +ir(L.D)



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

(>

%

Chapitre 4 - Ondes dans un milieu non dispersif

Il faut bien mettre un signe + entre i (L,t) et iy (L,t) puisqu’on applique le théo-
réme de superposition.

On a donc :

u(L.t) = Z¢ [lo exp (j wt — kL)) + 1§ exp (j (wt +KL))]

Soit :

v(L,t) = Zc [lo exp (j (wt —KL)) — 1§ exp (j (wt 4+ KL))]

On en déduit que :

N

[Zc — Zi ] o exp (j(wt —KL)) = [Z + Zc] I exp (j (wt +KL))

A Uextrémité du cable, le coefficient de réflexion en intensité est :

ir (L)Y Zc—-2Zr
B0y T Zc+ze

)

On en déduit le coefficient de réflexion en tension :

u (L) —Zci

PTudn T Zen - &
Cas particuliers :
® Zr =0 : le cable est court-circuité a son extrémité. Alors
p) = —py = 1. Londe incidente est entierement réfléchie.

Zy — o0 : le cable est en circuit ouvert & son extrémité. Alors
p1 = —py = —1. Londe incidente est entiérement réfléchie.

Zy =Zc : pp = py = 0. Il n'y a pas d'onde réfléchie. Londe incidente
est absorbée au bout de la ligne : c'est 'adaptation d'impédance.
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Exercice 5.1 : Corde et dispersion (PC-PSI)

82

On considere une corde vibrante de masse linéique 1, de longueur L sans élasti-
cité et sans torsion, se déformant faiblement au voisinage d’un axe OX. On négli-
ge les effets de la pesanteur. Cette corde est soumise a une force de frottement
visqueux. Un élément de longueur d| subit une force de frottement : —\dl v.

1. Etablir I’équation de propagation sachant que le déplacement y(X,t) est un
infiniment petit d’ordre un.

2. On étudie une onde plane progressive monochromatique se propageant dans
le sens des X > 0. On cherche en notation complexe y de la forme :
y(X,t) = Aexp(j(wt — kX + ¢)). Déterminer la relation de dispersion. En
déduire la solution de 1’équation de propagation. Interpréter physiquement.

)

|

O! s

Analyse du probleme

On étudie la propagation d’une onde transverse sur 1’axe OX. Pour établir la rela-
tion de dispersion, il faut déterminer I’équation de propagation.

1. A linstant t, la corde subit un déplacement transversal. On suppose que
¢/ ; ) . ,
la corde se déforme faiblement au voisinage de l'axe OX.

Systéme : élément de corde compris entre X et X +dX. On a dx = dl

cosa ~dl.

Référentiel : % = (O; Uy, 0y, 0z t) terrestre galiléen.

Bilan des actions extérieures :

® poids négligeable

¢ |a partie droite exerce une force 'F(X + dx,t) tangente a la corde en
X + dX.
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e |a partie gauche exerce une force —f(x,t) tangente a la corde en X.

- A
e force de frottement visqueux —AdXxv = —)\dxa—}[/uy.

y T(z+dz, t)

\ 4

Théoréme de la quantité de mouvement :
pdla = -T (X,t) + T (X + dx,t) — A\dxv

L'accélération de la corde est uniquement suivant Gy.
On projette le théoréme de la quantité de mouvement sur (UX,Uy) :

0= —Tyx (X,t) + Tx (X + dx,t)

9%y ay
dX— = —T, (X,t Ty (X 4+ dx,t) — Adx—
H 9t2 y (X0 + Ty (X + ) at
On en déduit que :
oT.
0=—=d
gx
d M &d —)\dxﬂ
ot2 0 ot

On en déduit de la premiére équation que Ty est une constante. Au premier
ordre, ona: Ty =T cosa =T = cte.

Comme T et EI) sont colinéaires, on a :

ay Ty
t = — = —
M=% T T,
On en déduit :
ay
Ty, =T-—
y dX
Soit :
oT 2
Y TM
X X2
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Il reste a remplacer dans le théoréme de la quantité de mouvement :

2 2
udx% = T%dx — )\dxi—)t/
On obtient 'équation de propagation :
%y 13%y Ny
a2 otz Tat
avec

-
c=_|—
1

2. On considére une onde plane progressive monochromatique se propageant

dans le sens des X > 0. Elle peut se mettre sous la forme en notation com-

plexe :
y(X,t) = Aexp(j (wt — kX + )

Cours: Méthode pour obtenir la relation de dispersion : reporter Y dans 1’équation de pro-
pagation pour obtenir la relation entre K et w.
Attention : kK est complexe. Il faut ensuite déterminer la partie réelle et la partie imaginaire.

%

On injecte y dans l'équation de propagation :

1 A
2 2Ny
—Ky—- 5 (-w)y=Fiwy
On en déduit la relation de dispersion :
k? = w_j — j)\—w
c T

Pour déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de K, on pose
K =Kk; 4+ jko. On a alors :

2
. 2 L2 ) . _ w . )\(.U
(ki + jko)* =ki — ks +2jkik; = o j?
Il reste a écrire la partie réelle et la partie imaginaire. On a donc :
2
w
Aw
2k1k2 == —?
N2

De la deuxiéme équation, on a : k% = que l'on réinjecte dans la pre-

4T2K?
miére équation :
) A2 w?

oL
SRS TSI
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On multiplie par kf pour obtenir une équation du second degré en kf :

k4 k2 wZ )\sz _o
boer 412
N2
Le discriminant vaut : A = a + 7 > 0.
w? w?
VA Y% VA
On a deux racines réelles : < et &
2 2
n ne garde que la premiére solution puisque ki > 1 réel). On obtient
0 d } jé luti i k12 0 (k; réel). On obti
donc :
w2
= +VA
ki =4 S——— .

On a alors : y = Aexp (—] (jka) X) exp (] (wt — kKiX + ¢)).
En simplifiant, on a :

y = Aexp (koX) exp (j (wt — KiX + ¢))

Le produit Kiky est strictement négatif.

La solution liée a k; > 0 correspond a une onde qui se propage dans le sens
des X > 0 : c'est une onde plane progressive harmonique amortie puisque
k2 < 0.

La solution liée & k1 < 0 correspond a une onde qui se propage dans le sens
des X < 0 : c'est une onde plane régressive harmonique amortie puisque

kz > 0.
w
La vitesse de phase est définie par vy = P Elle dépend de la pulsation. Le
1
. . . . e dw
milieu est donc dispersif. La vitesse de groupe est définie par : vg = &
1

Cours: La partie réelle du vecteur d’onde est le terme de dispersion.
La partir imaginaire du vecteur d’onde est le terme d’absorption qui correspond a un amor-
tissement de 1’onde.

Exercice 5.2 : Pendules de torsion (PC-PSI)

On considére une chaine infinie de pendules de torsion de constante de torsion C
couplés par des fils de torsion. Le pendule de torsion n situé dans un plan per-
pendiculaire a I’axe Z'z est repéré par son abscisse Z = na et on note J son
moment d’inertie par rapport a I’axe Z'z. Il subit du fil situé entre le pendule n et
le pendule (N + 1) un moment égal a : C(an+1 — an).
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On étudie la propagation d’une onde plane progressive monochromatique se pro-
pageant dans le sens Z > 0 de la forme :

a, = ag exp(i (Wt — kzn)

1. Etablir la relation de dispersion et montrer qu’il y a un propagation si
w < Wmax. EXprimer wmax en fonction de C et J.

2.810 < k <« Z, exprimer la vitesse de phase en fonction en fonction de a,C et
J. Conclusion.

«
pendule -m------ A "

Analyse du probleme

On ¢étudie la propagation d’une onde plane progressive monochromatique (OPPM)
sur ’axe Oz Pour établir la relation de dispersion, il faut déterminer I’équation de
propagation et reporter o, dans 1’équation de propagation.

%

1. le systéme étudié est le pendule de torsion n.
Le référentiel terrestre est supposé galiléen.

Bilan des actions :

® On suppose la liaison parfaite : le moment des actions de liaison est nul.

® Le moment du poids est nul car le barycentre du pendule est sur 'axe Z'z.

e Couple exercé par le fil situé entre le pendule n et le pendule N+ 1 :
C(ans1 — an).

e Couple exercé par le fil situé entre le pendule n et le pendule n—1 :
—C(an — an-1).

Le théoréme du moment cinétique en projection sur l'axe Z'z pour le pen-

dule n s'écrit en notation complexe :

3%a,
J 9tz C (O‘n+1 - O‘n) -C (O‘n - Qn—l)
On en déduit l'équation de propagation :
%a
JTZn +2Ca, = C (anyy +an)
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Relation de dispersion

Pour obtenir la relation entre w et k, il suffit de reporter
a, = ap exp(i (wt — kzy)) dans l'équation de propagation.
On obtient alors :

—szgn +2Ca,, = Ca,, (exp (—ika) + exp (ika))
En simplifiant, on obtient :

—Jw® +2C = 2C coska

D'ou :
2C 4C ka
W= 7 (1 —coska) = 7 sin27
On en déduit la relation de dispersion :
C|. ka
w=2,/—[sin —
J 2

C
On doit donc avoir : w < 2\/;.

La pulsation maximale est donc :

C
Wmax = 2 j

2. On se place dans le cas o0l 0 < k < g.

. . . L. C . ka Cka
La relation de dispersion s'écrit alors : w =2 3 sin 5 ~ 2 ——.

C
w=,/—=ka
J
w C
UC&:E:a j

La vitesse de phase est indépendante de la pulsation. Il n'y a pas de dis-
persion.

On a alors :

La vitesse de phase est :

d
La vitesse de groupe vg = d_CI: est donc nulle.
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Exercice 5.3 : Chaine infinie de masses ponctuelles (PC-PSI)

On considere une chaine infinie de masses mreliées par des ressorts de constan-
te de raideur k. La masse d’indice n est repérée par son abscisse X, = na. Les
masses sont susceptibles de se déplacer suivant la direction X'X. On note
Xn(t) = na+ s (t).

On étudie la propagation d’une onde plane progressive monochromatique dans le
sens des X > 0. On pose en notation complexe : S, = Aexp (i (wt — kna)).

1. Etablir la relation de dispersion.
2. On remplace la masse men N = 0 par une masse M. Une onde incidente se
propage dans le sens des X > 0 et arrive en X = 0. Elle crée une onde réfléchie

et une onde transmise. Déterminer les coefficients de réflexion et de transmission
r ett. Etudier les cas limitesou M = met M — oco.

Analyse du probléme

On étudie la propagation d’une onde plane progressive monochromatique (OPPM)
sur I’axe OX. Pour établir la relation de dispersion, il faut déterminer I’équation de
propagation et reporter S,, dans 1’équation de propagation.

Cours: Mise en équation desressorts

La mise en équation avec des ressorts pose souvent des difficultés. Il faut prendre ’initiati-
ve d’introduire les longueurs a vide des ressorts et de faire deux schémas.

Premier schéma a 1’équilibre : Comme les ressorts sont dans un plan horizontal, la lon-
gueur a 1’équilibre de chaque ressort est égale a la longueur a vide.

Deuxiéme schéma a un instant t. On repére le déplacement de chaque masse m par rap-
port a la position d’équilibre.

équilibre

instant ¢

> > —
Sn—1 Sn S n+1

Bilan des forces qui s exercent sur lamassem d’indicen

Le poids et la réaction se compensent. On suppose qu’il n’y a pas de frottement et le mou-
vement se fait dans un plan horizontal.

Force exercée par le ressort située entre la masse (N — 1) et la masse N : —K(£ — £¢)Ux.

On a un signe — puisque la force est dirigée vers —Uy si le ressort est étiré. La longueur
du ressort est £ = £( + Sh — Sp—1. L’allongement est donc : £ — €9 = S — Sp—1.-

Force exercée par le ressort située entre la masse N et lamasse N + 1 : +k(¢ — £¢)lx. On
a un signe + puisque la force est dirigée vers Uy si le ressort est étiré. La longueur du res-
sort est £’ = £y + Sh1 — Sn. L'allongement est donc : £ — £g = Sha1 — Sn.
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1. On applique le théoréme de la quantité de mouvement a la masse md'in-
dice n en projection sur laxe X'X :

M& = —K(Sh — S-1) +K(She1 — &)
On passe en notation complexe :
ms, = —k (§n - §n—1) +k (§n+1 - §n)
On a alors :
—mw’s, = —ks, (1 — exp (ika)) + ks, (exp (—ika) — 1)

On en déduit que :

k 2k
= _—(2- ika) — —ika)) = = (1 —cosk
w m( exp (Ika) — exp (—ika)) m( cos ka)

Soit :
4k k
W= — sinz—a
2
La relation de dispersion est :
[k | . ka
w =2,/ — |sin—
m 2

[k
Il y a propagation si w < 2 m

2. Pour calculer les coefficients de réflexion et de transmission, il faut un
systéme a deux équations et deux inconnues.
Pour l'onde incidente, on a : s; = Aexp (i (wt —kna)) avec

Pour l'onde réfléchie, ona:s, =rAexp (i (wt + kna)) avec

0.

n <
n<o0.

On définit r le coefficient de réflexion pour 1’onde réfléchie. Il faut écrire +kna
car ’onde se propage dans le sens des X < 0.

Pour l'onde transmise, on a : S, = tAexp (i (wt —kna)) avec n > 0.

Pour calculer s, il faut utiliser le théoréme de superposition.

¢ Si Nn<0, on a une onde incidente et une onde réfléchie. Dol :
Sp = Spi + Spr-

® Sin >0, on aune onde transmise. D'oll : S, = Sy;.

* Sin=0, onaalors §; = Sy + Sy = Syt~

On a la premiére équation :

I4+r1r =1t(eq.1)
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On écrit le principe fondamental de la dynamique a la masse M d'indice
n = 0 pour obtenir la deuxiéme équation :

d’s
dt2
On passe en notation complexe :

M = —k(s—s-1) + k(s — %) (eq.2)

Onavuque:Sy=5Sy;S ;=8 ;+S ,ets =5.
On en déduit que :
—Muw?t = —2kt + k (exp (—i (—ka)) + kr_exp exp (i (—ka)))
+ kt exp (—ika)
D'od :
—Mw?t = —2kt + kexp (ika) + k (L — 1) exp (—ika) + kt exp (—ika)
En simplifiant, on a : —Mw?t = —2kt + 2kt exp (—ika) + 2ik sin ka
On en déduit que : t (—Mw?” + 2k — 2k exp (—ika)) = 2ik sinka
Le coefficient de transmission est :

2ik sin ka

= -
= —Muw? + 2k — 2k cos ka + 2ik sin ka

1°7 cas particulier: M =m

4k ka
On a vu que w? = m sin®—.

On simplifie le terme —Mw? 4 2k — 2k cos ka rencontré précédemment.

ka
On a donc : —Mw? + 2k — 2k cos ka = —4k sin27 + 2k (1 — cos ka)

ka ka ka
D'oli : —4k sin27 + 2k (1 — cos ka) = —4k sin27 + 4k sin27 =0

On a alors une expression simplifiée du coefficient de transmission :

2ik sin ka

t="——
-~ 2iksinka
Onadonc: t=1

Cest tout a fait normal. IL n'y a pas de réflexion. Toute l'onde incidente est
entiérement transmise.

2¢ cas particulier : M — o0
On en déduit quet — 0 et r — 1. On a une réflexion totale sur un mur.
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Ondes
électromagnetiques
dans le vide

Exercice 6.1 : OPPM dans le vide et vecteur de Poynting (PC-PSI)

On considere une onde plane progressive monochromatique (OPPM) qui se pro-
page suivant I’axe Ox. Le champ électrique est polarisé suivant Uy.

1. Etablir I’équation de propagation et en déduire la relation de dispersion.

2. Déterminer le vecteur de Poynting. En déduire la puissance moyenne trans-
portée par I’onde a travers une surface S perpendiculaire a la direction de propa-
gation.

3. Déterminer le flux du champ magnétique a travers un cadre carré de coté
a=1m, formé de N spires et situé dans un plan perpendiculaire a U, pour une
fréquence f = 100 MHz.

4. Que se passe-t-il si la fréquence vaut f = 160 kHz ?

Analyse du probléme

On étudie la propagation d’une OPPM polarisée suivant Uy. On verra une méthode
systématique pour établir 1’équation de propagation. On pourra en déduire la rela-
tion de dispersion.

Le calcul du champ magnétique peut se faire avec les opérateurs rot E =ik A E ou
rotE =—ikA E puisqu’on a une OPPM. Dans le cas contraire, il faut utiliser
I’équation de Maxwell-Faraday.

Attention a bien revenir en grandeurs réelles pour calculer le vecteur de Poynting.

On va comparer la longueur d’onde a la dimension a du cadre et remarquer que 1’on
peut faire un calcul simplifi¢ si la longueur d’onde est trés grande devant a.

Cours: Définition d’une onde plane progressive monochromatique

On étudie la propagation du champ électrique suivant ’axe OX.

L’onde est planessi le champ électrique prend des valeurs uniformes pour tout plan perpen-
diculaire a la direction de propagation (ici direction Uy). Le plan perpendiculaire a la direc-
tion de propagation est appelé plan d’onde.
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L’onde est progressive si le champ électrique peut se mettre sous la forme

. Ex (x —ct)
E; (x — ct)

On appelle cla célérité de I’onde.
L’onde est progressive, polarisée suivant Uy, donc

E=E(x—oab)iy
L’onde est plane, progressive, harmonique et polarisée suivant Uy donc le champ électrique
peut se mettre sous la forme :
E = Eg cos (wt — kx) Uy
Pour une OPPM dans le vide, on va démontrer que
w =kc

En notation complexe, on a : E = Ep exp (i (wt — kx)) Uy.

1. Les équations de Maxwell dans le vide s'écrivent :

%

Equation de Maxwell-Gauss : div E = 5% =0

Equation de Maxwell-Flux : div B=0

Equation de Maxwell-Faraday : r_>ot|§ = _§

Equation de Maxwell-Ampére : rotB = u0f+ uoao% = ,uoeo%—E

On na pas de charges et de courants volumiques.

Cours : Méthode systématique pour écrire I'éguation de propagation en éectroma-
gnétisme

On calcule le rotationnel du rotationnel du champ électrique ou du champ magnétique. Il
faut connaitre par coeur la formule :

rot (&E) — g—m_a(diVE) _AE

2& On déduit des équations de Maxwell que :

(1 ) = gt (avE) — aE = (- 22)

puisque divE = 0 dans le vide.
On peut inverser les opérateurs rotationnel et dérivation partielle par rap-
port au temps puisqu’on a des variables indépendantes. On a donc :

- 3 /s - 3 dE
—AE = —a (rotB) = —§(,UJ0€OE>

On en déduit l'équation de d’Alembert :
- 103%
E=—-—
c? ot?
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en posant

1
Hogo = 2

c=23x 108 m.s™! est la célérité de la lumiére dans le vide.

Cours: Méthode pour obtenir la relation de dispersion
Dans I’exercice, le champ électrique s’écrit en notation complexe :
E = Egexp (i (wt —kx)) dy

11 suffit de reporter le champ électrique dans 1’équation de propagation pour en déduire la
relation de dispersion.

2@ On a alors :

> - 19E 1 . WP
AE=-KE=—5—>==(wE=-=E
- = ot? cz(w)— 2=
On obtient la relation de dispersion d'une OPPM dans le vide :
k=2
Cc

Cours: Expression du champ magnétique en fonction du champ électrique

Le champ électrique est de la forme : E = Ep exp (i (wt — kx)) Uy.
Dans le cas d’une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs :

oE . - - N - - -
8—?=Iw§;ﬁg:V/\Ez—lk/\Eetdlvgzv-Ez—Ik-E
Remarque : On peut utiliser une autre convention dans les autres exercices.

Le champ é¢lectrique complexe peut se mettre sous une autre forme :

E = Eg exp (=i (wt — kx)) .

Dans le cas d’une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs
mais avec des signes différents :

E . = — =2 = = o o > oo o
a—?:—IwE;r_o)tE:V/\E:Ik/\Eetd_i\)/E:V-Ezlkg
Les opérateurs V =ik ou V = —ik ne sont utilisables que pour une OPPM

avec les coor données cartésiennes.

Si on ne peut pas utiliser les opérateurs simplifiés précédents, il faut écrire 1’équa-
tion de Maxwell-Faraday et en déduire par le calcul du rotationnel le champ
magnétique.

On a une OPPM. Le champ magnétique se déduit directement de 'équation
de Maxwell-Faraday :

- 9B .- - o

r_)otgz ——? =—ikAnE= —(lwﬁ)
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Finalement, on a :

[

kA
o w

ool

On a vu que w = kc. On a également :
- E : .
B= ?O exp (i (wt — kx)) G,
En notation réelle, on a :

- L = - Eo ~
E = Ej cos (wt — kx) Uy ; B:Re(B) = ?cos(wt — kx) Uy

On vérifie que le triédre (E, é, L3>) est bien direct.

Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoidales.
Comme dans le cours sur la puissance moyenne en régime sinusoidal, il faut reve-
nir en grandeurs réelles dés qu’on a le produit de deux sinusoides.

2@ Le vecteur de Poynting est défini par :

1
On a vu que pgeg = a On a donc :

. EAB E2 _
[1= = —2 cos? (wt — kx) Tk
Ho HoC

La valeur moyenne du vecteur de Poynting sur une période est :
> =
<1_[> =C 02 0 Uy

1
car la moyenne temporelle de cos? (wt — kx) vaut —.

On considére une surface S orthogonale a la direction de propagation. On
choisit S = Siy.

La puissance moyenne qui traverse la surface S est le flux du vecteur de
Poynting :

. E2 . . E;
Pmoy=//<n>-d—§=ffc5°20ux-d8ux =c€0208
S S
3. La fréquence de l'onde est f = 100 MHz. C'est une onde radio utilisée dans
la bande FM (modulation de fréquence). La longueur donde est :
c 3x10®

A=cT=—=—""—"_
f ~ 100 x 106

=S5m.
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La longueur d’'onde est du méme ordre de grandeur que a. On ne peut pas
supposer que la champ magnétique est uniforme dans le cadre.

On oriente le cadre suivant suivant Us.

Le flux du champ magnétique en notation complexe a travers une spire :

f://E.dé
s

P = f/ % exp (i (wt — kx)) dxdy
s

On a alors :

a a a a
Il faut intégrer X entre —5 et 5 et y entre —3 et 5 Comme les variables

sont indépendantes, on a le produit de deux intégrales :

EO a/2 a/2
= —exp (iwt) (f exp (—ikx) dx) </ dy)
- C -a/2 -a/2

On a alors :
Eoa . a/2 .
p= = exp (iwt) exp (—ikx) dx
- C —a/2
Eoa . exp (—ikx) 7>
= —oexp(wt) | ———
c —ik a2
Soit :

p= _Eioli exp (iwt) (exp (—i kg) — exp (i kg))

En simplifiant, on obtient :

Eoa exp (2iwt) [ 2i sin ka 2E0a exp (iwt) sin ka
= X e = X e
L7 Tike TP 2 ke CPUY 2

Il reste a prendre la partie réelle pour obtenir le flux réel :

_2E0a X ka ( t)
p=— sin{ 5 eosw

Le flux du champ magnétique a travers les N spires est :

<I>—2NE0asin ka cos (wt)
ke 2 “

4. La fréquence de l'onde électromagnétique est f = 160 kHz. C'est une onde
radio utilisée dans la bande AM (modulation d’amplitude). La longueur d’on-

c 3 x 108
deest: \=cT = — x

= 2 X0 1875m.
f = 160 x 10° o
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La longueur d’'onde est trés grande devant la dimension du cadre. Sur une
distance de 1 m, le champ magnétique est quasi uniforme et quasiment la
méme valeur qu’en X = 0. On peut alors calculer le flux plus simplement que
dans la question précédente.

® =N // B.dS= NBS= N (% cos (wt)) (@)
S

On peut effectuer un développement limité de la relation trouvée dans la question
précédente puisque

On retrouve bien le méme résultat :

d>—2Nansin ka cos ( t)”zNankacos( t)—NEOCOS( '[)612
ke 2 T e 2 B ?

Remarque : Il est important de bien raisonner sur la longueur d’onde. Si la lon-
gueur d’onde est trés grande devant la dimension du cadre, on peut supposer que le
champ est magnétique est quasi uniforme au niveau du cadre et le calcul du flux du
champ magnétique est beaucoup plus simple.
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Exercice 6.2 : Propagation guidée et relation de dispersion (PC-PSI)

On considere deux plans parfaitement conducteurs, paralléles au plan Oyz, d’abs-
cisses X = 0 et X = d. Une onde électromagnétique se propage dans le vide sui-
vant Uy entre ces deux plans. On appelle ¢ la célérité de la lumiére dans la vide.
1. Etablir I’équation de propagation.

2. On cherche le champ électrique sous la forme E = E(x) exp (i (wt — k2)) Uy.
Etablir la relation de dispersion. Montrer que 1’on doit avoir une fréquence supé-
rieure a une fréquence minimale f.;, pour avoir propagation de cette onde.
Déterminer f.,;, en fonction de C et d. Quelle est la nature de 1’onde ?

Analyse du probléme

La méthode systématique pour établir 1’équation de propagation est de calculer le
rotationnel du rotationnel du champ électrique. On en déduit une équation différen-
tielle sur E(X). On a des conditions aux limites qui imposent des contraintes sur le
champ électrique et qui permettent d’en déduire la relation de dispersion.

Cours: Conducteur parfait
On appelle conducteur parfait un conducteur ohmique dont la conductivité est infinie :
* Le champ électrique et le champ magnétique sont nuls dans le conducteur.
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» Il n’y a pas de charges et de courants volumiques dans le conducteur. Par contre, on peut
avoir des charges et des courants en surface.

* On utilisera les relations de passage pour le champ électrique et pour le champ magné-

tique.

¥

(>

1. On calcule le rotationnel du rotationnel en utilisant les équations de
Maxwell :

. . - 9B
rot (r_>ot E) - gr_aﬁ(divE) _AE= r_’ot(——)

puisque dans le vide divE = 0.
On peut inverser les opérateurs rotationnel et dérivation partielle par rap-
port au temps puisqu’on a des variables indépendantes. On a donc :

. 3 /s = 3 JE
—AE:——( (8) = —— (mozo
at \'° ot (“ 0<0 at)

On en déduit l'équation de d’Alembert :

. 109%E
AE=——
c? ot?
en posant
1
Hogo = —

c=23x 108 m.s™! est la célérité de la lumiére dans le vide.
2. On cherche le champ électrique en notation complexe de la forme :
E = E) exp (i (wt — k2)) iy,

On remplace le champ électrique dans l'équation de propagation et on
calcule les différents termes.

Attention au calcul du Laplacien en coordonnées cartésiennes.
Le Laplacien scalaire est :

AU

92U 3%U 92U .-
= = U
X2 + ay2 + 972 ( )

Le Laplacien vectoriel est :

02ay  0%ay  0%ay
Aay =
axz  ay? 972
- d%ay 0d%ay d%a
Ad=|pay=—2 - J
Y7 oax2 T oay2 T a2
3%a, 0%a, 9%ay
Aay; = aF +
27T 2 T ay2 | 8z

Cette formule sera souvent utilisée pour la propagation des ondes.
On ne peut pas généraliser cette formule en coordonnées cylindriques et sphériques.
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%

Le Laplacien vectoriel du champ électrique est :
2 2 2
AE:BEeraEy I°E,
=Y ox2 ay2 022
d’E (x)

=gz P (i (wt —kz)) —k’E (X)exp (i (wt — k2))

On a également :

92E -

— = —u’E

ot2 =
On remplace dans l'équation de propagation :
d*E (x , .
7dxg )CXP (i (wt —k2)) — K2E (x) exp (i (wt — k2))

W2
= -z E®Xexp (i (wt —k2))

On en déduit l'équation différentielle sur E(X) :

2 2
%+<°g—z—k2>E(x)=o

Conditions aux limites
On applique les relations de passage au niveau des conducteurs pour X = 0
et X = d. On doit avoir continuité de la composante tangentielle du champ
électrique.
Premiére condition pour x =0:
Dans le conducteur, le champ électrique est nul. Pour X = 0, le champ est
suivant Uy donc tangent au conducteur. On doit donc avoir :

E0)=0
Deuxiéme condition pour X =d :
Dans le conducteur, le champ électrique est nul. Pour X = d, le champ est
suivant Uy donc tangent au conducteur. On doit donc avoir :

Ed)=0

Plusieurs cas pour la résolution de l'équation différentielle
2
w
Premier cas : — — kK2<0
C
2 W 2
On pose Q =—C—2+k .
L'équation caractéristique est :
r2—Q?=0
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Chapitre 6 - Ondes électromagnétiques dans le vide

Attention a D’écriture de 1’équation caractéristique. Il ne faut pas écrire
r2—Q% =0!

On a deux racines réelles : r{ = Q et r, = —Q.
On a des solutions de la forme :

E(X) = AchQx + B sh Qx

Ne pas utiliser cette forme si la distance entre les deux plaques est considérée
comme infinie. On utilisera des solutions de la forme :

E(X) = A’ exp(2X) + B’ exp(2X)

On doit avoir E(0) =0 = A et E(d) = Bsh(2d) =0, soit A= B =0.
Le champ est toujours nul. On n’a pas de propagation d’'onde.

2
.s w 2
Deuxiéme cas : o k=0
La seule solution est d’avoir un champ nul.
2
. es w 2
Troisiéme cas : o k>0
2
w
On pose 2 = — — k2.
2

E (X) se met alors sous la forme :
E(X) = Acos X + B sin 2x
On a deux conditions aux limites :
e E(0) =0, doncA=0.
e E(d) = 0. 0On doit donc avoir Q2d = nm avec n entier positif.
On a une condition de quantification :

Q=n"
o d
On en déduit la relation de dispersion :
T2 d?
Pour avoir k? > 0, il faut que :
wz n27T2
@@
4 f? n2p? .
Soit : — > 5 La condition est donc :
c d2
C
f >n—

2d
avec N entier positif.
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Le champ électrique est donc :
- nmx -
E = Egn sin (%) cos (wt — kz) Uy

Le champ électrique est une onde progressive monochromatique polarisée
suivant Gy.

L'onde se propage dans la direction U,. Si on considére un plan z = cte, le
champ électrique n'est pas uniforme car il dépend de X.

Le champ électrique n’est donc pas une onde plane.

La fréquence minimale pour avoir propagation de l'onde est :

100

Exercice 6.3 : Propagation guidée et vecteur de Poynting (PC-PSI)

On considere deux plans parfaitement conducteurs, paralleles au plan Oyz, d’abs-
cisses X = 0 et X = d. Une onde électromagnétique se propage dans le vide entre
ces deux plans. On appelle C la célérité de la lumicre dans la vide. Le champ élec-

. = . (TX =
trique est de la forme E = Ej sin (F) cos (wt — kz) Uy.
1. Calculer le vecteur de Poynting. En déduire la puissance moyenne transportée
par I’onde a travers une surface S perpendiculaire a la direction de propagation.

2. Représenter graphiquement la vitesse de phase et la vitesse de groupe en fonc-
tion de la pulsation. Interprétation physique.

Analyse du probléme

Pour calculer le champ magnétique, on ne peut pas utiliser les opérateurs V =ik ou

V = —ik caronn’a pas une OPPM avec les coordonnées cartésiennes. Il faut utili-
ser I’équation de Maxwell-Faraday.

La relation de dispersion s’obtient en reportant le champ électrique dans 1’équation
de propagation.

1. On remarque que le champ électrique est nul pour X =0 et x =d. La
composante tangentielle du champ électrique doit étre nulle pour X = 0 et

X = d puisqu’on a un conducteur parfait.

L'équation de Maxwell-Faraday s'écrit en notation complexe :

a0 _9Ey 9By
3B o i oB
ot ay ot

d 0 JE, _ 9B,

0z X ot
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Calcul de By :

0B,

ot

On a donc :

B

—X

Chapitre 6 - Ondes électromagnétiques dans le vide

9E,

— = —ikEj sin (%X> exp (i (wt —Kkz))

0z

K .
= ——Egsin (%X) exp (i (Wt — k2))

En grandeurs réelles, on a :

Calcul de B :

B,

ot
On a donc :

k . [TX
By = - Eo sin (F> cos (wt — kz)

0E T X

Y _ _E. = 2 i _
~ o cos <7r d) exp (i (wt — k2))
Eom X .

~T,d cos (ﬂ'a) exp (i (wt —k2))

%;—T cos (w%) exp (i (wt —kz+ g))

En grandeurs réelles, on a :

B, = ———cos

Eom (wi) sin (wt — k2)

w d d

Comme dans le cours sur la puissance moyenne en régime sinusoidal, il faut reve-

& Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoidales.

nir en grandeurs réelles dés qu’on a le produit de deux sinusoides. Par contre, le
calcul du champ magnétique a partir de 1’équation de Maxwell-Faraday peut se
faire en notation complexe ou en notation réelle car les équations de Maxwell sont

linéaires.
Z - é A é
Y| n=
Ho
0
= — | Ep sin
Ko 0

(%X> cos (wt —kz) A | w

k , X
——Ep sin (Wa) cos (wt — kz)

_ ™ E, cos (Wi) sin (wt — k2)

La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :

dw d
0
=\ 10
(H> B —Z:Ow Eé sin® (773)
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puisque (cos (wt — K2) sin (wt — kz)) = 0 et {cos? (wt — k2)) =

La seule composante non nulle du vecteur de Poynting correspond a la direc-
tion de propagation de londe.

On considére une surface dS = dSii, orientée dans le sens de propagation
de l'onde.
La puissance moyenne transportée par cette onde est :

q kS
Rmy=/y< ) a8 = /y E2{, - dSl; = —— E2
L 2ppw 2ppw

2. La vitesse de phase est : vy = E

Il faut déterminer la relation de dispersion pour exprimer la vitesse de phase
en fonction de w. Pour cela on reporte le champ électrique

E = Eo sin (%) cos (wt — k) Uy dans l'équation de propagation.
Dans le vide, ['équation de propagation est :

. 193%E
AE=—"=
c2 at2
On projette sur Uy :

2

T X . /TX
——Ep sm( g )cos (wt — kz) — K’Ej sin <—

7 g ) cos (wt — kz)

2
w X
= ——Epsin <—) cos (wt — kz
2 5o . ( )
On a donc :
) Wl
T @
Il faut avoir k> > 0. La pulsation w doit étre supérieure wmin définie par :
cC
Wmin = F

La vitesse de phase peut se mettre sous la forme :

Remarque : On peut calculer plus simplement la vitesse de groupe avec la diffé-

. . . . 2 w2 7T2
rentielle de la relation de dispersion : k™ = — —

¢z d
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On obtient :
2wd
2kdk = =22
C
On en déduit que :
‘Ugvd) = C2

On représente sur le graphe ci-dessous la vitesse de phase et la vitesse de

w
groupe en fonction de .

Wmin
v
3¢ 7
2,5¢ 1
2c
1, 5c¢ | Vg
c
Vg
0, 5¢
0 1 2 3 4 w

Wmin

La vitesse de phase correspond a la vitesse de propagation d'une onde
qui na pas de réalité physique. Le champ électrique

- . /X ~ ) JP
E = Eg sin (F) cos (wt — kz) Uy est une onde « éternelle » définie entre

t = —o0 ett = +00. Il ne faut donc pas étre surpris de trouver une vites-
se de phase plus grande que la vitesse de la lumiére.

La vitesse de phase dépend de la pulsation. On dit que le milieu est dis-
persif. Des ondes a des pulsations différentes ne vont pas se propager a la
méme vitesse.

La vitesse de groupe est inférieure a c. Clest tout a fait normal puisqu’elle
correspond a un transport dinformation. Cest la vitesse de la créte du
paquet d'ondes en l'absence de grande déformation du paquet d’ondes.

Exercice 6.4 : Réflexion sur un conducteur parfait (PC-PSI)

Une onde plane monochromatique se propage dans le vide. Le champ électrique
de ’onde incidente est de la forme : Ei = Egp exp (i (wt — kz)) Ux. On note C la
vitesse de la lumiére dans le vide.
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1. L’onde rencontre en Z= 0 un plan métallique parfait et I’espace z > 0 est
occupé par un métal parfa1t Montrer qu’il y a une onde réfléchie. On note
E = E, o exp (i (wt + kz)) Uy le champ réfléchi. Etablir 1’expression de E, .

2. Déterminer le champ magnétique dans la région z < 0. De quel type d’ondes
s’agit-il ?

3. On place en Z = —¢ un second plan métallique identique au premier. En intro-
duisant un entier N préciser les fréquences des ondes stationnaires qui peuvent
s’établir entre les deux plans. Qu’implique les relations de passage en Z = 0 et
Z = —¢{ concernant le champ magnétique ?

4. Quelle est la densité moyenne d’énergie volumique ? Quelle est I’expression

de I’énergie électromagnétique moyenne localisée dans un cylindre de section S
de longueur ¢ de génératrices paralléles a Oz ?

Analyse du probléme

Il s’agit d’un exercice avec la réflexion d’une onde sur un conducteur parfait. On
écrit la relation de passage du champ électrique pour montrer qu’il existe nécessai-
rement une onde réfléchie et en déduire ses caractéristiques. On obtient des ondes
stationnaires.

2& 1. On remarque que le champ électrique est nul pour Z= 0. La composante
tangentielle du champ électrique doit étre nulle pour z = 0.

On doit donc avoir pour tout instant t :
Epexp (i (wt)) =0

Cette condition n'est pas réalisée si Eg = 0. On a donc nécessairement
une onde réfléchie. Elle se met sous la forme la plus générale
E, = E, exp (i (wt + k2)) Ux.

La composante tangentielle du champ électrique doit étre nulle pour z = 0.
On doit donc avoir pour tout instant t :

Eoexp (i (wt)) + E;gexp (iw't) =0

Pour que cette relation soit vérifiée pour tout instant t, on a nécessairement
w = ' et comme la relation de dispersion est w = K¢, alors k' = k.
Lamplitude de U'onde réfléchie doit vérifier la relation :

Eo=-Eo
Le champ électrique de l'onde réfléchie est :
E, = —Egpexp (i (wt + k2)) Ux

2. Onde incidente :
On a une onde plane progressive monochromatique (OPPM) qui se propage
dans le vide. La champ magnétique est donné par la relation :
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5 _ ki AE; ki AE; U, A Egexp (i (wt —k2)) iy

w w c
Soit :

> E . ~
B = ?O exp (i (wt — k2)) Ty
Onde réfléchie :

On peut utiliser le méme formalisme pour l'onde réfléchie.

ke AE, (=lp A (—Egexp (i (wt +k2)) liy)
w

B
c

r

Soit :
. E _ )
B, = ?0 exp (i (wt + k2)) Ty

Calcul du champ électrique résultant :

E = Epexp (i (wt —kz)) — Egexp (i (wt +Kk2))

= Eg exp (iwt) [exp (—ikz) — exp (ik2)]

Dol

. . . . us .

E = —2i Ep exp (iwt) sin (kz) = 2E( exp (I (wt — E)) sin (k2)
En notation réelle, on a :
E = 2E sin (wt) sin (K2) Uiy

Calcul du champ magnétique résultant :

B= % exp (i (wt —k2) + % exp (i (wt +Kk2))

% exp (iwt) [exp (—ikz) + exp (i kz)]
Dot :
B = ? exp (iwt) cos (kz)
En notation réelle, on a:
B = 2—50 cos (wt) cos (kz) Uy

On obtient une onde stationnaire. Elle ne se propage pas car elle est de la
forme f (2) g ().

3. On doit avoir en Z = —¢£ un champ électrique nul pour vérifier les condi-
tions de passage pour le champ électrique :
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E (=) = 0 = 2E, sin (wt) sin (—ke) Ty
soit k¢ = N7 avec N entier.
K est le module du vecteur d’onde, appelé module d’onde. On a :

2
ke = Tﬁez N
Dot :
2
N

La fréquence est notée f ou v. Elle est reliée a la longueur d'onde A par la
relation :

A

c 2

A=CT =-=—

v N

La fréquence de 'onde doit vérifier la relation :
Cc
v=N—
20

avec N entier positif.

Relation de passage pour z=0:

On appelle coté 1 la région z= 0" et coté 2 la région z=0".

Le champ magnétique dans la région 1 est nul : L5>1 =0.

Le champ magnétique dans la région 2 a été calculé précédemment.

- 2E .
Pourz=0,o0ona: B, = < cos (wt) Uy.
La relation de passage s'écrit :
By — Bi = pgjs A Niso = pojs A (—Uy)
On peut également l'écrire sous la forme :
Lojs = (—Uz) A (Bz - Bl)
On obtient finalement :

2E, ~
Js = —— cos (wt) Uy
HoC
Relation de passage pour z= —¢ :
Z= —/{ :0n appelle coté 1 la région z= —¢~ et c6té 2 larégionz = —£ 7.
Le champ magnétique dans la région 1 est nul : B; = 0.
Le champ magnétique dans la région 2 a été calculé précédemment.

- 2E .
Pourz=—¢,ona: B, = TO cos (wt) cos (—K¢&) Uy.
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La relation de passage s'écrit :
pojs = (Uz) A (éz - él) .

Dol :

> N 2E0 N — E() N
tojs = Uz A e cos (wt) cos (—k&) Uy = cos (wt) cos (N7) Uy

On obtient finalement :

g —2E()
Is=

cos (wt) cos (N7) Uy
Ho
Interprétation physique
On obtient des courants surfaciques pour z=0 et z= —¢.
L'onde incidente qui arrive sur le métal met en mouvement les électrons qui
sont a l'origine d'un champ réfléchi de méme pulsation puisque les équations
de Maxwell sont linéaires.
Comme le conducteur est parfait, les courants sont surfaciques.

4. Attention : il faut utiliser les notations réelles car on a le produit de gran-
deurs sinusoidales. La densité volumique d'énergie électromagnétique est :

v — DB B
em =" 214
_4eo Eé sin? (wt) sin® (kz) n 4E§ cos? (wt) cos? (kz)
2 2410C?

soit :
Uem = 2¢0 Eg sin? (wt) sin® (kz) + 2& Eé cos? (wt) cos® (kz)

La moyenne de la densité volumique d’énergie électromagnétique est :
1 1
(Uem) = 2&0 EgE sin’ (kz) 4 2& EgE cos’ (kz)
Finalement, on obtient :

(Uem) = £0EZ

L'énergie électromagnétique moyenne localisée dans le cylindre de section S
et de longueur ¢ est :

(Uem) = e0ESE
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Exercice 6.5 : Cavité résonante (PC-PSI)*

108

On considere deux plans disposés en Z= 0 et Zz= —¢. Un champ électromagné-
tique peut se propager entre ces deux plans. On appelle r le coefficient de réflexion
pour le champ é€lectrique avec —1 <1 < 0. Un dispositif non represente crée en
z= —¢ at = 0 une onde incidente E. = Eg exp (i (wt — kz)) Ux. On note E le
champ électrique se propageant dans le sens positif, aprés avoir subi une réflexion
sur P(0) puis une sur P(—£). On pose ¢ = 2k¢, R=r?et |y = E(Z).

P(—0) P(0)

v

1. Ecrire I’expression de El al’aide de Ey, R, ¢ etexp (i (wt — k2)).

2. Ecrire de méme I’expression des champs Ez,EZ,,...,En se propageant dans le
sens positif aprés_avoir subi respectivement : 2 reflexions en P(0), 2 réflexions
en P(—{) pour E,, 3 réflexions en P(0), 3 réflexions en P(—¢) pour E;, n
réflexions en P(0) et n réflexions en P(—¢) pour E,,.

o0

3. On pose E = ZEH Exprimer a I’aide de Ey, R, ¢ etexp (i (wt — kz)) I’am-
n=0

plitude A de E Onpose | = A-A"etly= Eg. Exprimer ’intensité | a I’aide

I
de lp, R et ¢. On représente les courbes @) pour R = 0,2 et pour R = 0,96.

0
Calculer le contraste pour les deux courbes ?

1(¢) 1(¢)
600 | 2 9%
L8
500 1,6
400 R=0,96 L ; R=0,2
300 1
0,8
200 0,6
ol DI
) 0 2 4 6 -2 0 2 4 6
(0] o)
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4. Déterminer pour R = 0,96 les fréquences pouvant se propager avec une inten-
sité non négligeable. Quel est I’intérét du dispositif ?
Application numérique : ¢ = 3,0 x 108m.s™'; ¢ =0,30m ; R=0,96.

Analyse du probleme

Dans ce probléme, on étudie I’influence du coefficient de réflexion sur le champ
résultant dans une cavité et montrer que 1’on peut avoir des champs électriques avec
des amplitudes importantes et retrouver des ondes stationnaires étudiées dans
I’exercice précédent.

On a une OPPM qui se propage dans le vide. On a €tabli dans I’exercice précédent
I’equation de propagation et la relation de dispersion : w = Kc.

2@ 1. On considére une onde incidente de la forme : Eg exp (i (wt — kz)). Elle

14

arrive en Z=0 a linstantt =t; = o

Pourt >ty :
On a une onde réfléchie qui peut se mettre sous la forme :

(-0 )

L 14
@ Cette onde n’existe que pour t > o On a un décalage temporel de c par rapport a

I’onde incidente. On a bien +kz car I’onde se propage suivant —Us.

25 En développant, on a :

r Eg exp (i <wt +kz — w_j))

D'aprés L'énoncé, on a :

¢k
wt _ke, ,_¢
c c 2

L'onde réfléchie peut se mettre sous la forme :

r Eg exp (i (wt +kz — ?))

Cette onde arrive en z= —¢ pourt =t, = 26.

Pourt>ty:
On a une onde réfléchie qui peut se mettre sous la forme :

e (- 2) )
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14 £
Cette onde n’existe que pour t > 26. On a un décalage temporel de ZE par rapport

a I’onde incidente. On a bien —kz car I’onde se propage suivant +U0sz.

Z@ L'onde peut s'écrire :

r?Egexp (i (wt —kz— ¢))

D'aprés l'énoncé, on pose R =r2.
Le champ électrique E,; peut se mettre sous la forme :

E, = REgexp (i (wt — kz — ¢)) Uiy
2. Cette onde arrive en z=0 pourt =13 = 35'

Pourt > t3:
On a une troisieme réflexion en z= 0. Le champ électrique est de l'onde

réfléchie est :
. 3ke
r*Eg exp (I (w (t — T) + kz))
. 3
r*Ep exp (I (wt +kz — 7¢>>

14
Cette onde arriveen z= —¢ pourt =144 = 46. Le champ électrique est de

On a donc :

londe réfléchie est :

Pourt > ts:
On a une quatriéme réflexion en z= —£. Le champ électrique est de l'onde

réfléchie est :
4ke
r*Eo exp <i (w (t - T) — kZ))

r*Eqgexp (i (wt — Kz —2¢))

On a donc :

Le champ électrique Ez peut se mettre sous la forme :
E, = RPEgexp (i (wt — kz — 2¢)) i

On peut généraliser facilement et en déduire le champ électrique En qui
peut se mettre sous la forme :

E, = R"Egexp (i (wt — kz — ngp)) di
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3. Le champ résultant est :

E = Epexp (i (wt —Kk2)) [1 + Rexp (—i¢) + R exp (—i2¢)
+...+ R"exp (—ing) + ...]
On peut mettre le champ électrique sous la forme E = Aexp (i (wt — k2))

avec A qui correspond a la suite géométrique.
Lamplitude du champ résultant est :

A= o
— 1 —-Rexp(—i¢)

puisque R < 1 et lim R" — 0.
n—o0

Lintensité est :

| = AA* = Eo Eo
- 1 — Rexp(—i¢) 1 — Rexp(ig)
_ E
1 -Reé?—-—Re ¢+ R2
On obtient :
| = b
14+ R2—-2Rcos ¢
en posant : lg = Eg.
Le contraste est défini par :
_ Imax - Imin
Imax + Imin
. lo
Imax €st obtenu pour ¢ = 0, soit Iy = T R_2R
. lo
Imin est obtenu pour ¢ = 7, soit Iy = m
Calcul de | ax + lmin ¢
lo lo

Imax + Imin =

[+ R 2R 1+ R 12R
lo[1+ R*+2R+ 1+ R*—2R]

(1-R*(1+R?

On a donc :
21 (1+R?)
1-R?(1+R?

Imax + Imin =
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Calcul de | ax — lmin ¢

lo lo
lmax — lmin = —
ma M7 I+ R-2R 1+ R2+2R
lo[1+R*+2R—1— R*+2R]
N 1-RZ*(1+R?

On a donc :
| L 4Rl
max min — (1—R)2(1+R)2
Le contraste vaut :
C= Imax - Imin . 2R

Imax + Imin B 1+ R2

| max
Pour R=10,96 : C = 0,999 et ‘Ina = 625.
0

I
Pour R=0,2: C =0,38 et Ta" =1,56.
0
On a un contraste bien meilleur pour R = 0,96. On a une résonance trés

précise.

4. On cherche les fréquences qui peuvent se propager.
Pour avoir une intensité qui ne soit pas négligeable, il faut avoir

2w 4 47l
=271N=2kl =2—0 = —{ = —
¢ " A cT c
La condition sur la fréquence est :
Cc
v=—N
24

Application numérique pour N =1 : v = 500 MHz.

Les fréquences multiples de 500 MHz donnent donc trés rapidement des
ondes stationnaires d’amplitude non négligeable (voir exercice précédent ot
on cherche directement la solution sous la forme d’ondes stationnaires).

On a donc une cavité résonante avec amplification du signal d’entrée.

Interprétation qualitative :
e Soit 2¢ = ct” avec t’ le temps mis a parcourir la zone d'interaction. Si le
20
signal a une période égale a o 'onde qui subit deux réflexions est en

phase avec l'onde incidente. Le champ résultant sera donc plus grand que
le champ de l'onde incidente. Comme le coefficient de réflexion est proche
de 1, peu d'énergie est perdue a chaque réflexion. Il faut donc un trés
grand nombre de réflexions avant d’avoir une amplitude négligeable. On
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a vu que lintensité est 625 fois plus importante que lintensité de l'onde
incidente.

20
e Si la période du signal est N fois plus petite que o ou une fréquence N
C
fois plus grande que 2 on a encore une amplification du signal.

C
e Par contre, si la fréquence de l'onde incidente est différente de N 2 l'in-

tensité résultante est quasi nulle. On a une amplification trés sélective.

Remarque : On peut calculer la largeur a mi-hauteur définie par
A¢ | max s . :
o+ - > R On peut en déduire la largeur Av en fréquence avec la relation
A¢cC . . N .
Av = R Pour avoir une résonance trés précise, il faut donc allonger la cavité.
s
2& Pour réaliser un laser, on utilise une cavité résonante constituée de deux
miroirs.

Exercice 6.6 : Rayonnement dipolaire (PC)

On étudie le rayonnement électromagnétique émis par un dipole €lectrique consti-
tué¢ des charges —q(t)et q(t), placées dans le vide. On associe a la charge
q(t) = go coswt la notation complexe q(t) = do exp(jwt). On modélise les
charges du dipole par deux petites spheres de capacités négligeables, reliées par
un fil conducteur de résistance nulle. Les variations de g engendrent un courant
variable i(t) entre S et $. On pose a = §S. Le champ électromagnétique

Y

rayonné par le dipdle oscillant a grande distance est : E = o . :
T
r . .
5 M rj<t_‘)5in9‘3¢> : S %
B=- L c . M ®
4mc r 9
™ —
4 €0
On rappelle que / sin*0 df = 3
=0 r
q(t) Sz
o)
—q (t) S1

1. Donner I’expression de I’amplitude py du moment dipolaire électrique p(t)&,.
Exprimer I’amplitude complexe i, de I’intensité i (t), du courant parcourant le fil
conducteur S| S, en fonction de a, w et Py.
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2. On appelle A la longueur d’onde de 1’onde électromagnétique émise. On sup-
pose que r > A > a. Quelle est la nature de I’approximation ? Quelle relation
existe-t-il entre E et B ?

3. Déterminer le vecteur de Poynting M et sa valeur moyenne temporelle < f>.
Calculer la puissance moyenne P, rayonnée par ce dipole, a travers une sphére
de centre O et de rayon r. On désigne par )i la résistance de rayonnement telle

1 _. a2
que : Pm= EERIS. Montrer que f = k (X) ou K est une constante que 1’on

exprimera en fonction de y et C.

Analyse du probléme

On étudie la propagation d’une onde émise par un dip6le rayonnant. Pour calculer
le vecteur de Poynting, il faut revenir aux notations réelles.

W

1. Le moment dipolaire est : p = qSlg = (pa cos (wt) &
Lamplitude du moment dipolaire est donc :

Po = Qoa
Uintensité du courant électrique qui parcourt le fil orienté de S vers S
. dg
est: 1l =—.
dt
. . : .
En notation complexe, ona: | = d_? = Jwq = Jwdo exp (Jwt).

Lamplitude complexe de i est donc :

. . . Po
Ly = JwQo = Jwg

2. r > a : approximation dipolaire. On étudie le champ créé par ce dipdle
a grande distance devant ses dimensions.
A > a : mouvement non relativiste des charges. En effet, la longueur d’on-

a
de est reliée a la période de l'onde par : A = cT. On a donc Cc > T On

appelle v une vitesse caractéristique des charges. ¢ > v traduit donc un
mouvement non relativiste des charges.
La relation entre E et B est :
. & AE
B = &
C

puisque la base (&, &, &;) est orthonormée directe.

Remarque : on retrouve localement la structure d’une onde plane progressive mono-
chromatique.

%

3. Le champ électrique de l'onde émise est :
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po B(t—¢) sinf8& _ pgw’py
47 r 47r

E =

(.Ur . -
cos (wt — —) sin 0 &
C
Le champ magnétique de londe émise est :

- 8 A é w2 wr -
B:er = _Ho Po cos(wt——)sinOed)
Cc 4rrc Cc

Le vecteur de Poynting est :
EAB M%w“ p(%

= =
Lo 1672r2p,c

r -
cos’ (wt — %) sin0 &

@ 11 faut passer en notations réelles pour calculer le vecteur de Poynting !

wr
La moyenne temporelle de la fonction cos? <wt — ?> sur une période vaut

1 R
E.OHadonc. <H>=§W2MOCSH’106{

c 27 27C l (1:[)
omme w = — = ——, on a alors : =
T A

Ho (27TC) P

32 e sin’0&. Dol :
0

2:3 12
= HoTC Py

H) =20 " "0 in’hg
( 2r2)¢ “

La puissance moyenne Py, rayonnée par ce dipdle, a travers une sphére de
centre O et de rayon r est :

2~3 12
Pm://<ﬁ>.d—§://%i4p°sin20é-(rd9) (r sin 6do) &
r
S S

Pour décrire la spheére, on intégre 6 entre 0 et 7w, ¢ entre 0 et 27.

™ 2m
. 2¢3 23 pg 4
Pm—// H .35 = Mo po fsin39d9 fd¢ :L‘tpo_zﬂ
224 2\ 3

0=0 $=0

Onavuqueiy= jwq = jw%, soit en module : i) = w— = — —.

N2
2-3 [ i@\
#07”3(—2 )4 1 [2pgmc a2
Onaalors: Pp=— 7/ §27T =— (_MOTF _) i2

224 2 3 )2

214n7C
Le coefficient k vaut : L.
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électromagnétiques
dans un milieu
dielectrique

Exercice 7.1 : Lois de Descartes (PC-PSI)

116

On considére deux milieux di¢lectriques linéaires, homogeénes et isotropes. Dans
la région z > 0, I’indice du milieu est N;. Dans la région z < 0, I’indice du
milieu est Ny. On consideére une onde incidente plane progressive monochroma-
tique se propageant dans le milieu d’indice n;. Au point d’incidence |, une par-
tie de I’onde est réfléchie et 1’autre partie est transmise. Les ondes réfléchies et
transmises sont planes, progressives, monochromatiques. Les champs ¢€lectriques
incident, réfléchi et transmis se mettent sous la forme :

Ei = Egi exp <i (wt —k - 6!\71)) Uy, Er = Eor exp (i (wt —k - 6!\71)) Uy
et Et = Eot exp (l (wt = Rt . m)) Uy.
1. Etablir I’équation de propagation et la relation de dispersion dans un milieu

di¢lectrique linéaire, homogene et isotrope d’indice n. Le di¢lectrique est suppo-
sé parfait.

2. Ecrire les relations de passage du champ électrique 2 la traversée du dioptre et
en déduire les lois de Descartes de la réflexion et de la réfraction.

U4

n2

12
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Analyse du probléme

On étudie la propagation d’une onde dans un diélectrique parfait LHI (linéaire
homogene et isotrope). Les relations de passage permettent de démontrer les lois de
Descartes.

Cours: Définitions

On appelle dioptre la surface de séparation de deux milieux transparents différents. Cette
surface pour étre parfaite du point optique ne doit présenter que des aspérités dont les
dimensions sont trés inféricures a la longueur d’onde.

L’onde incidente arrive au point | appelé point d’incidence. .

Le plan d’incidence est défini par la direction du rayon incident (vecteur d’onde kj) et la
normale au dioptre (vecteur i sur le schéma) au point d’incidence.

Lois de Descartes de la réflexion

* 1™ ]oi de Descartes de la réflexion : le rayon incident et le rayon réfléchi sont contenus
dans le plan d’incidence.

» 2°¢]oi de Descartes de la réflexion : le rayon réfléchi est symétrique du rayon incident par
rapport a la normale a la surface réfléchissante. L’angle de réflexion r est ’opposé de
I’angle d’incidence i1 : r = —ijy.

Lois de Descartes de la réfraction

* 1™ Joi de Descartes de la réfraction : le rayon incident et le rayon réfracté sont contenus
dans le plan d’incidence.
e 2¢]oi de Descartes de la réfraction : Ny sini; =Ny sinis.

Diélectrique parfait LHI et éguations de M axwell

Un diélectrique est linéaire homogene et isotrope si le vecteur polarisation peut se mettre
sous la forme :
P (Mvt) = EOXEE

P est le vecteur polarisation, €¢ est la permittivité du vide et x, la susceptibilité du milieu.
Les équations de Maxwell s’écrivent alors :

GVE = p+pp _P- divP
. €0 €0
divB=0 _
- B
e = 98
N ot N -
—>B Ty oE q+aP+ oE
rot— = € — + 90—
. J Jp 0or = J 05¢

On définit la permittivité du milieu € = grey.
er est la permittivité relative du milieu.
On peut montrer que les équations de Maxwell s’écrivent alors :

divE ="
. E0Er
divB=0 _
o oB
TOtE = ——
ot R
— = > 0E
rotB = pg ] + pogoer —

ot
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11 suffit en fait de remplacer €y par €ger dans les équations de Maxwell dans la vide pour
obtenir les équations de Maxwell dans un diélectrique LHI.
On étudie par la suite le cas d’un diélectrique parfait ou p = 0 (pas de charges libres) et

T =0 (pas de courants libres).

On a alors :
divE=0
divB=0 _
wiE =08
ot
— >
B = —
o LOEOET ot
2& 1. On calcule le rotationnel du rotationnel du champ électrique pour obte-
nir 'équation de propagation :

- - - 9B
rot (r_’ot E) — gr_aﬁ(div E) _AE= r_’ot(——)
On en déduit :

Y Ry d JE
~AE = - (roiB) = - =
at \'° ot (“ 050Er Bt)
Pour un diélectrique parfait LHI, l'équation de propagation est :

32E ¢ 9%E

AE = ppeoer — = ———
HOS0er 50 = @ 502
On pose
C C
vV = = —
Jer on

On étudie une onde plane progressive monochromatique (OPPM) de la forme :
On remplace le champ électrique dans l'équation de propagation. On obtient :

- - 13%E 1 I
k2P _ = _ iV E —

La relation de dispersion est donc :

w
kK=n—
Cc
2. Milieu 1 :
La relation de dispersion est :
w
Ki =n—
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ni

n2

11>0
19>0

r<0

Le champ électrique dans le milieu 1 est :

El = Egj exp (i <wt —k - m» ty + Eor exp (i (wt —k - W’)) dy

On applique le théoréme de superposition pour calculer le champ électrique dans
une région.

Milieu 2 :

La relation de dispersion est :

W
ko =ny—
C

Le champ électrique dans le milieu 2 est :
EZ = Et = E()t eXp (I (wt - Et . O_I\/I)>> l_jy

Relation de passage au point | :
On a continuité de la composante tangentielle du champ électrique. Soit :

Eu =En
X
Le point | a pour coordonnées : | |y
0
5 kix N er N ktx
Les vecteurs d'onde peuvent s'écrire: ki =0 ; k =0 ; k=10
kiz krz ktz

On a donc :
Eoi exp (i (wt — Ei . 6|>>) + Eor exp (i (wt — |2r . a)))

= Eqt exp (i (wt — Rt . 6])))
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Cette relation doit étre vérifiée pour tout t. On multiplie par :

exp (i (vt & -O1)).

On obtient :

Eu -+ En oxp (i (K~ ) OT)) = Ew o (i (R — ) -OT))

Cette relation doit étre vérifiée pour tout point | du dioptre, soit :
. - —
(ki — kr> - Ol = constantel
- - —
<ki — kt) - Ol = constante2

On réécrit ces deux équations pour un autre point J du dioptre et on fait la
différence. On a alors :

(k—k)-T3=0

(k—&)-T3=0

Ces deux relations doivent étre vérifiées pour tout point | et J du dioptre.
On doit donc avoir :

ki — ki = gn
avec « et 3 des constantes.
On en déduit que :
K =K - af
ke = ki — O

On a démontré la premiére loi de Descartes : le rayon réfléchi et le rayon
réfracté sont dans le plan d'incidence.

—>
On multiplie les deux équations par le vecteur I J.

On a alors :
(K —K) T3 =0=(kx — ko) 13
(K —k) T3 =0=(kix— koo 13
On a donc :
kix=er
kix:ktx

On en déduit comme r <0 :
Ky siniy = —k; sinr
k1 sini1 = k2 Sil’liz

w w
On a vu que k; = n]E et ky = an.

On en déduit la deuxiéme loi de Descartes :
‘ r=—i
np sinil =Ny Sil’li2
120
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Exercice 7.2 : Coefficients de réflexion et de transmission

avec une incidence normale (PC-PSI)

On considére deux milieux diélectriques linéaires, homogenes et isotropes. Dans
la région z < 0, I’indice du milieu est n;. Dans la région zZ > 0, I’indice du
milieu est Ny. On considére une onde sous incidence normale se propageant dans
le milieu d’indice n;. Au point d’incidence |, une partie de 1’onde est réfléchie et
I’autre partie est transmise. Les champs électriques incident, réfléchi et transmis

se mettent respectivement sous la forme : Ei = Egi exp (i (wt — k;2)) Uy,
E, =rEqiexp (i (wt 4k 2) iy et E, = tEqi exp (i (wt — ky2)) Ty.

1. Exprimer les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude pour le
champ électrique en fonction de n; et ny.

2. Exprimer R et T les coefficients de réflexion et de transmission en énergie en
fonction de n; et n,. Calculer R+ T.

Analyse du probleme

Il faut commencer par calculer les champs magnétiques. On peut utiliser les opéra-

teurs V = ik ou V = —ik car on a une onde plane progressive monochromatique
(OPPM) avec les coordonnées cartésiennes. Dans cet exercice, on utilisera
- .= 3E . -
V = —ik et =iwE.

On utilisera les relations de passage pour le champ électrique et le champ magné-
tique pour déterminer les coefficients de réflexion et de transmission.

Cours: Calcul du champ magnétique

Dans le cas d’une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs :

-

—iwE ;TE=VAE=—kKAEctdVE=V -E=—ik-E

I?’tequation de Maxwell-Faraday s’écrit avec les opérateurs :
GE = 2 = kA E = - (i)
On en déduit que :
E _ kA E
w

3 r r w
On a vu dans I’exercice précédent que kK = nE.

Remarque : L’opérateur V = —ik est valable aussi pour 1’onde réfléchie.

2@ 1. Champ magnétique incident :
Le champ électrique incident est : Ei = Egi exp (i (wt — k;2)) Uy.

. kA
On a donc B;

|

B . w Uz A Egi exp (i (wt — k;2)) Gy
T T e w
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Soit :

B — M Egi exp (i (wt — klz))ﬁx

Dj c

Champ magnétique réfléchi :

5 _krE

—r

n w (—=Uz) AT Egi exp (i (wt +ki2)) ljy
w e w

Soit :

- nir Egi exp (i (wt +Kk;2))

g, = MLE xp (I (wt + K ))Ux
c

Champ magnétique transmis :

.k AE wiliz A tEg exp (i (wt — ka2)) Gy
B. = =Np—

=t w C w

Soit :

Et _ Nt Egi exp (‘i: (wt — ky2)) i,

On en déduit la figure suivante avec la représentation des champs élec-
triques et magnétiques.

z
H T
B i ®
¥ | FF
@ B, IE dioptre
5
P

Milieu 1:
Le champ électrique dans le milieu 1 est :

E,=E +E, = Eqexp (i (wt —k;2)) Ty + 1 Eqi exp (i (wt + k;2)) Ty
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Le champ magnétique dans le milieu 1 est :

8 = _ M Egi exp (iC(Wt — klz))ax N nir Eoi exp ((i: (wt + klZ))ljx

Milieu 2 :
Le champ électrique dans le milieu 2 est :

E, = E, = tEo exp (i (wt — ky2)) Ty
Le champ magnétique dans le milieu 2 est :

[ Mt Egi exp ((i: (wt — kzz))ljx

Relation de passage au point | :

L'onde incidente arrive sur le dioptre au point | caractérisé par z= 0. Il n'y
a pas de charges et de courants en z= 0. Les relations de passage s'écri-
ventenz=0:

1
|oom.
[\e) (3]

|To| M

On a donc :
Eoi exp (i (wt)) + 1 Egi exp (i (wt)) =tEp exp (i (wt))
_MEoexp( (@) | mrEoexpl @) _ mtBoexp @)
c c c

On obtient :
14+r=t

nd—r)=mnt
En combinant la premiére et la deuxiéme équation, on a :
md—r) =mn+r)

D'oll :
n—n
r— 1 2
np+n;
ng—n
On en déduit quet =14+r =1+ 1 2.
ny+n;
Dol :
2n
——
TN 4+m

Comme 1 ett sont réels, on les notera r et t dans la question 2.

Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoidales. Il faut
@ revenir en grandeurs réelles dés qu’on a le produit de deux sinusoides.
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2. Onde incidente :
Le vecteur de Poynting de l'onde incidente est :

L Ny Eoi
. E A B 1 0 — L cos (wt — k;2)
I = = — | Eqi cos (wt —kiz) Al c
Ko Ho |0
0
On a alors :
0
- 0
M = n Ej

cos” (wt — ki 2)
HoC

La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
- nE3
()= 2,
2/,LOC

puisque (cos2 (wt — k12)> =5
On considére une surface dS = dSi, orientée dans le sens de propagation
de l'onde incidente.

La puissance moyenne transportée par l'onde incidente est :

= n, E2
pmoy._/f fi)) a5 = f/ ! dsi, = M=
MoC 2p10C

Onde réfléchie :

Le vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est :

Nir Eog
= S 0 cos (wt +k;2)
. EAB 1 c
I, = = — [rEgj cos (wt +ki2) A 0“0
Ho Ho |0
0
On a alors :
0
= 0
I, = nir2E2
B TR (wt +k12)
HoC

La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
. nir2ez .
(Hr> — T Hoig

2,&00

On considére une surface dS = —dSi; orientée dans le sens de propagation
de l'onde réfléchie.
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La puissance moyenne transportée par l'onde réfléchie est :

n1r2E2 nr’e;
o = [ ) 3 [ -2 s
0

Onde transmise :

Le vecteur de Poynting de l'onde transmise est :

Nyt Eo;
- ét A I_3>t 1 0 — = cos (wt — ky2)
Iy = tEgi cos (wt — ky2) A 0
Ho Ho 0
0
On a alors :

0

-

0
Iy = n-t2E2
20 o8 (wt — ka2)
HoC

La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :

(1) = E50
ZMOC

z

On considére une surface dS = dSii, orientée dans le sens de propagation
de l'onde transmise.
La puissance moyenne transportée par l'onde transmise est :

nyt2E2 5 _n t2E2
Pmoyt—// 1_It —é //2 0 dSi, 2 — Uig
2410C 219

Coefficients de réflexion et de transmission en énergie :

Le coefficient de réflexion en énergie est :

2
R— Prmoy.r _r2 (nl - nz)
Pmoy,i ny +ny

Le coefficient de transmission en énergie est :

T = Proyt Etz o Anm
Pmoy.i n (n + n2)2
On calcule R+ T:
2 2
ny — 2NN +n 4nn
R+T = 1112 d 2 1112 .
(N +ny) (ny +ny)
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On simplifie l'expression :

R4 T — N +20n+n3 (N +m)?
(N; 4+ My)? (N + ny)?

On obtient finalement :
R+T=1

Cette relation traduit la conservation de l'énergie : toute l'énergie de l'onde
incidente se retrouve dans l'onde réfléchie et l'onde transmise.

Exercice 7.3 : Incidence de Brewster (PC-PSI)*

126

Deux milieux diélectriques lin€aires, homogenes, isotropes, transparents, d’in-
dices n; = 1,5 et n; = 1, sont séparés par une surface plane P coincidant avec
la plan (Oxy). Une onde plane progressive harmonique de pulsation dont le

champ électrique s’€crit Ei = éoie(i (wt — E.F)), tombe sur P avec I’angle

e

d’incidence ij.

%
xo T_>y

1. ’onde incidente est polarisée rectilignement et le champ électrique Iii est

o . . E
contenu dans le plan d’incidence. Exprimer les rapports des amplitudes r = =2
Eoi
E . : o
ett = E—Ot du champ électrique en fonction de i1, 12, Ny et Ny.
Oi
2.
1 . <
R
08 T
0,6
0,4
0,2 R -
A J
0 0,2 0,4 0,6 0,8 i1
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Déterminer R et T les coefficients de réflexion et de transmission en énergie.
Interpréter le graphe représentant les coefficients de réflexion et de transmission
en puissance en fonction de I’angle d’incidence.

3. L’onde qui arrive sur la surface P est une onde lumineuse naturelle. Pour quel-
le incidence ijg la lumicre réfléchie par P est-elle totalement polarisée ?
Exprimer tan i en fonction de ny et ny.

Analyse du probléme

Cet exercice est le prolongement de I’exercice précédent avec une incidence quel-
conque. Pour calculer les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude
du champ ¢lectrique, il faut utiliser les relations de passage du champ électrique et
du champ magnétique.

2& 1. On cherche a calculer les champs magnétiques incident, réfléchi et transmis.

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Champ magnétique incident :
Le champ électrique incident est : Ei = Eoi exp (i <wt — R.F))

Le vecteur d'onde est :
. 0
ki =k; |sini;
—cos i

w
aveckj =n;—
Cc

On a donc
- Ri /\Ei np . SN 0. . 0 .
Eiziz—EOi exp(l (wt—ki.r s | A [ COS I
w ¢ —cos i sini
Soit :

R E()i exp (I (u)t — Ri F)) Ny
B, = Ux
c
Champ magnétique réfléchi :
Le champ électrique réfléchi est : Er = EOr exp (i (wt —k F))

Le vecteur d'onde est :

R 0
kr=k1 sini1
cosi
aveckj =n;—
On a donc
- kk ANE, g . > 0.. 0
B, =———=—E, exp(l (wt—kr.r sinly A |cosly
w c cos i —sini
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Soit :
Ey exp (i (wt — RF)) n_

Er = - Ux
(

Champ magnétique transmis :
Le champ électrique transmis est : Et = EOt exp <i (wt — Et.r)) .

Le vecteur d'onde est :

. 0
kt = k2 sin i2
—CcoS s
w
avec ko = np—
C
On a donc
- Izt A Et n2 . P 0. . O .
Bi=———=—E;exp (I (wt —ki.r sinly A |coslp
w c —cos i sin i,
Soit :
. Eyexp (i (wt - IZI.F)) n,
B = c Uy

Relations de passage au point d‘incidence :

La composante tangentielle du champ électrique et la composante normale
du champ magnétique se conservent. On na pas de charge et de courant sur-

facique.

On a 2 relations de continuité :
Ei +Ey = Eq
Eni + Enr = Ent

Onadoncenz=0:

Eoi cosii + E, cosi| = E; cosiy
Eoini  mEy LIS
c c c o

Soit :
cosi (1 —i—L) =tcosip (eq.l)
ni(l—r)=mt (eq.2)

On multiplie l'équation (1) par n; et 'équation (2) par (—cosi>,) :

Ny cosiy + Nyr cosip — Ny cosip+ Nircosio =0
On en déduit le coefficient de réflexion r :

Ny cosi, — Ny cosiy

r= - -
- Ny cosly 4+ Ny cos 1
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On multiplie l'équation (1) par n; et l'équation (2) par (cosiy) :
Ny cosi;+Nycosip —Nitcosip —Notcosip =0
On en déduit le coefficient de transmissiont :

¢ 2N; cos iy

Ny cosis 4+ Ny cosiy
Comme 1 ettt sont réels, on les notera r et t dans la question 2.
2. Pour calculer le vecteur de Poynting, il faut revenir aux notation réelles.

Onde incidente :
Le vecteur de Poynting de l'onde incidente est :

- E A B 1 mE2 N L 1
I = — ' :—Qcof(wt—ki.r) cosip A |0
Ho Mo HoC sin iy 0
On a alors :
- mE2 .\ |0
I = 100 (o2 (wt — ki.r) sini
HoC —cos i
La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
- nE2 |0
<Hi>= Lo sin i
210 | _cosi
. 1
puisque <cos ( —k r)) 7
On considére une surface dS = —dSU; (dS est un élément de surface de la
surface plane P). La puissance moyenne transportée par londe incidente
est :
P / / 38 = ME g oo
= cos
moy, i 2H0C 1
Onde réfléchie :
Le vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est :
S E AB 1 mE2 N 1
M = —— " — S i | (wt—kr.r) cosi; A0
Ho Ho HoC —sin il 0
On a alors
- n E2 Fad 0 -
I, = 1200 (o2 (wt K r) —sini
HoC —cosi|
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La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
0
—sini 1
—cos i

2
-3
2/,LOC

On considére une surface dS = +dSU; (dS est un élément de surface de la
surface plane P). La puissance moyenne transportée par londe réfléchie

est :
EZ
= = / / 45 = -0 5eosi i
moy,r 2114C

Onde transmise :

Le vecteur de Poynting de l'onde transmise est :

I 1 B 0l
Iy = ! Bt 2 Ot (wt—kt ) cosir A0
Ho MO HoC sin i, 0
On a alors :
- n, E2 RN LU
Iy = 20 g2 (wt — kt.r) sin i,
oG —cos i
La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
- nE2 [0
<1'[r> — 2=t sin i,
210 | _cos iy
On considére une surface dS = —dSU; (dS est un élément de surface de la
surface plane P). La puissance moyenne transportée par l'onde transmise
est :
n2 EOt
P, = Scosi
o= [ 1) 8= P s

On en déduit les coefficients de réflexion et de transmission en puissance :

() Eér (M coSip —Nycosi 2
Py = ~ \njcosiz+nycosi

et

(P) <E)2200si2 < 2n; cos iy )zgcosiz

:(P,) Eoi nlcosil_ Ny cosir +Nycosip/ Njcosiy
On vérifie que
R+T=1
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Cette relation traduit la conservation de la puissance : toute la puissance de
'onde incidente se retrouve dans 'onde réfléchie et 'onde transmise.

Interprétation du graphe

On vérifie sur le graphe que l'on a toujours R+ T = 1.
Pour i > 0,84 rad, on a T = 0. C'est prévisible puisqu’'on a une réflexion
. n
totale pour ij] = arccos (n—2> = 48,2° = 0,84 rad.
1
Pour i > iy, il n'y a pas de rayon transmis. Toute ['énergie de l'onde inci-
dente se retrouve dans l'onde réfléchie.
On constate que pour i = 0,59rad, on a R=0. Cest lincidence de
Brewster que l'on va étudier dans la question suivante.

3. On cherche a calculer l'angle i1g pour lequel R = 0.

On a deux inconnues : i et i,.

On dispose de deux équations : R = 0 et la deuxiéme loi de Descartes de la
réfraction.

Ny cosio —Nycosip =0
Ny sinip =Ny sini,

On va résoudre le systéme par deux méthodes :
Premiére méthode astucieuse

Ona: (nycosiy) (Nysiniy) = (Ny cosiy) (Ng siniy),
soit sin (2i,) = sin (2iy), donc i} =iy ou 2i, = 7 — 2i;.

La premiére solution est impossible. On a donc i, = 5~ .
Ornysini; =Ny sinip =Ny cosiy, dod

. ny
tanljg = —
ny

Deuxiéme méthode un peu plus longue
Il faut éliminer i,. On éléve les deux équations au carré.

2 P TR I
ni (1 — sin?iz) = n3 cos 2
n% sin i = n% sin 2i,

2 «in 2i
Ny sin “I . .
On en déduit : nf (1 — ITI) = n% (1 — 51n2|1)
2

On a donc : nIn3 — n}sin?i; = nj —nJ sin?i;.

Dol :

4 22 2(n2 2 2
n, —nin; n3 (n; —ny) n;

nd—ni (3 —nf) (M +n7) nd+ni

sinzi 1=
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On a aussi :

2
. . 9. n
COSzll =1- Sln2|] = 2712
n; + ng
En faisant le rapport des deux équations, on obtient la tangente de l'angle
de Brewster :

. nyp
tanljp = —
m

n;

Lincidence de Brewster est lincidence pour laquelle R = 0 pour un champ
électrique incident contenu dans le plan d’incidence.

La lumiére naturelle n'est pas polarisée. On peut décomposer le champ élec-
trique incident en une composante dans le plan dincidence et une compo-
sante orthogonale au plan d‘incidence.

Pour l'angle d'incidence i;g, la lumiére réfléchie est polarisée rectilignement
selon une direction orthogonale au plan d'incidence.

. n
Application numérique : ;g = arctan (—2) = 33,7° = 0,588 rad

Exercice 7.4 : Couche antireflet (PC-PSI)*

132

Un milieu transparent, d’indice N est limité par une surface plane. Cette surface
est recouverte par une couche mince transparente d’indice n et d’épaisseur uni-
forme e. Une onde plane progressive monochromatique (1) tombe sur la surface
X = 0 sous incidence normale. Elle donne naissance a une onde réflechie E,| et
une onde transmise E,. L’onde E, tombe sur la surface X = €. Elle donne nais-
sance a une onde réfléchie E, et une onde transmise E;.

1. Ecrire les conditions de passage du champ électrique et du champ magnétique.
/

Déterminer r le coefficient de réflexion en amplitude r = E—l dans le cas ou
Ej

A
e=—.
4n
2. Comment doit-on choisir N pour éliminer les pertes de lumiére par réflexion ?
Application numérique : N = 1,8.
région 1 région 2 région 3
E, E,

,
, t, t, t,




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 7 - Ondes électromagnétiques dans un milieu diélectrique

Analyse du probléme

11 faut faire attention au calcul des champs électriques et magnétiques dans les dif-
férentes régions. Il faut écrire les relations de passage du champ électrique et du
champ magnétique en X = 0 et X = e pour déterminer 1’indice n.

¥

¥

1. On est dans le vide avec une onde plane progressive monochromatique
(OPPM). On peut en déduire directement les différents champs électriques et
magnétiques :
E; =E; exp (] (wt —kx)) Uy
- Gy A E E . -
B, = =1 = =lexp (j (wt — kX)) Ty
c C
E| = E} exp(j (wt +kix) dy
=/
- —Uy) AE —E/ . .
[ TAS - exp (] (wt + kix) G

C
E, = Eyexp (j (wt — kax)) Uy
. UyAE, E _ B} c
B, = X =2 = =2 exp (] (wt — kX)) Uz car vy = —
1)) Cc n

E) = E} exp (j (wt + kX)) Ty
_ (U AE,
-

E; = Ejexp (j (wt —ksx)) Uy

=/ —nE/ . N
B, = —c o (j (Wt + k) T

. UyAE, E R c
B, = 2= =N exp (j (wt —k3x)) Uz car vy = —
U3 Cc N

On n’a pas d’approximation surfacique dans I’exercice, simplement des interfaces
entre des milieux différents. On a des diélectriques dans lesquels il n’y pas de cou-
rants et de charges surfaciques.

A la traversée de la surface de séparation entre deux milieux différents, on a donc
continuité du champ électrique et du champ magnétique.

On écrit les relations de passage du champ électrique et du champ magné-
tique pour x =0 :

‘51 +E/=E+E

E,—E/=n(E,-E))
On écrit les relations de passage du champ électrique et du champ magné-
tique pour X = e:
Eyexp(—ja) + Ejexp(jo) = Esexp(—jo)
n(E, exp(—ja) — E) exp(+ja)) = NE; exp(—ja)

T
avec a = ke = nTe'

133



Partie 3 - Ondes

A
Or d'aprés 'énoncé, e = an On a donc :

n 1A T
oa=nN— —
>\ n4 2

E,+E|=E,+E,
El—E’l_n(Ez E))
—iE,+E)=—]E;
n(—jE, - jEj) = —jNE;

On a donc E; = E, — E/ que lon réinjecte dans la quatriéme équation.

On en déduit :

On a alors :
E,+E, =E,+E,
El E] _n(E2 E/)
n(E; +E) =N (E, - E))
La troisiéme équation donne : E, (N +n) = E, (N —n).
La deuxiéme équation donne :

N—-n 2n
E,—E,=n(E,—E =nE .
L= R =} (_2 _2N+n> =N +n
N+n
2!’\2 (El E/)
La premiére équation donne :

N —n
EI+E/1:EZ+E/2:[E2]<1+ )

Dot : E, =

N +n 2N
= E, - E
[ 2n2 (Es —1)] N +n
Soit:n*(E, + E}) =(E, —Ej)NetE| =E N - n°
: ErTE E1—E SIN T
Le coefficient de réflexion en amplitude est :
N —n?
r=—
- N+n?
2. Pour avoir I = 0, il faut donc avoir N = n?, soit
=+/N =134
On dit que c’est une couche anti-reflet puisqu’il n'y a pas d’onde réfléchie en

X =0.
. . A .
Si on choisit A = 560 nm, alors e = an = 0,104 um. La correction n’est

donc en principe valable que pour une seule longueur d’onde. En pratique les
résultats sont satisfaisants pour presque tout le spectre visible.
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Dispersion -
absorption

pour des ondes
électromagnétiques

Exercice 8.1 : Effet de peau et ARQS (PC-PSI)

Une onde électromagnétique se propage dans 1’air dans le demi-espace X < 0
vers un conducteur métallique de conductivité 7, de perméabilité p = figL,
et de permittivité €9, occupant le demi-espace X > 0. L’onde incidente

Ei = Epexp (i (wt —kx))l; donne naissance a une onde réfléchie
ER = Eyrexp (i (wt +kgrx)) U; et a une onde transmise
ET = Egr exp (i (wt — kyX)) Uz (Kr est réel alors que Egg, Egr et ky sont a

.. 2 2 Eow
priori complexes). On pose = [ — eta = .
Mo o YW Y Hr

m~' ; pp =47 x 1077 Hm™' ; p, =102 ; y= 10" S.m~!

—— _F.
0= 36710

f=10kHzetc=3 x 103 m.s™'.

1. Montrer que p(M,t) tend trés rapidement vers 0. On considére que
p(M,t) = 0 par la suite.

2. Pour quelle gamme de fréquences les courants de déplacement dans le métal
valent moins de un pour cent des courants de conduction ? On travaillera dans
1’ARQS par la suite. Etablir la relation de dispersion. Interpréter physiquement la
partie réelle et la partie imaginaire de ky. Calculer 4.

3. Les champs magnétiques complexes incident, réfléchi et transmis s’écrivent :
B =aEyexp(i (wt —kx))dy, B, = arEygexp (i (wt +krx)) Ty et
ET = ar exp (i¢7) Eqgr exp (i (wt — kyx)) Gy. Exprimer les coefficients &, ag,
ar et le déphasage ¢t en fonction de C, w et 9.

4. Ecrire les relations de passage pour les champs électrique et magnétique dans
le plan X = 0 et trouver deux relations entre Eyr, Eq, Eo et a. Montrer que

a <K 1. Exprimer ET (M,t) dans le métal.
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Analyse du probleme

On ¢tudie la propagation d’une onde dans un métal de conductivité finie. En écri-
vant les équations de Maxwell, on trouve 1’équation de propagation et la relation de
dispersion. Dans une certaine gamme de fréquences, on simplifie la relation de dis-
persion. On a une onde qui s’atténue trés rapidement dans le métal. On met en évi-
dence une profondeur de pénétration dans le métal qui correspond a la partie ima-
ginaire du vecteur d’onde.

2& Y —_> —_
k; ks
z géx
0 x
air métal
<_,_
k,

1. Les équations de Maxwell s'écrivent :

divE = L
divB=0 _
- 0B
rotE = ——
ot R
— > > oE
rotB = uj 4+ peg—

ot

& Attention : la perméabilité vaut p et non .

La loi d'Ohm locale s'écrit : f: ’yé.

%

> d
L'équation de conservation de la charge est : div (]) + o _ 0.

at
p .=\ _9p 7
On a donc : = +div (7€) = 57+ —p=0.
n a donc at—i-lvv 8t+€0p
L'équation différentielle vérifiée par p est :
p  p
LI
ot + T
€0
avec 7= —.
Y

—t
La résolution donne : p = p, exp <—) avec 7= 8,8 x 107'? 5. Au bout
T

de quelques 7 on peut considérer que p = 0. On pourra donc supposer par
la suite que le conducteur métallique est globalement neutre.
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2. Condition pour étre dans I'ARQS

On cherche la condition pour négliger les courants de déplacement, c’est-a-
dire a se placer dans le cadre de UARQS (approximation des régimes quasi
stationnaires). On doit avoir :

> JE .
| _ HgOWH _ ”WWEH _ew e2nf 1
| |E] [ 0 o 10
La condition pour étre dans 'ARQS est donc : f < L, soit
ZOOTFE()

f <1,8x 10 Hz
Equation de propagation

La méthode est de calculer le rotationnel du rotationnel du champ élec-
trique.

rot (F’mé) — gr_ac’l(divé) _ AE
On a donc :
B, 9B d . 9, -
AE=tot(-Z ) =2 (r_)otB) S <M7E>
ot
On obtient ['équation de propagation :

AE = jin—
=

On obtient une équation de diffusion. Elle est irréversible parce qu'on a
une dérivée premiére par rapport au temps. C'est prévisible puisqu’on a une
dissipation d’énergie par effet Joule dans le métal a cause de la conductivi-
té finie.

Remarque : On rencontre plusieurs phénomenes diffusifs en physique : diffusion
thermique, diffusion de particules, diffusion de quantité de mouvement au sein des
fluides visqueux, effet de peau en €lectromagnétisme...

%

Relation de dispersion

La méthode générale pour obtenir la relation de dispersion est de remplacer
Et = Egr exp (i (wt — kyx)) Uz dans Uéquation différentielle précédente
en utilisant la notation complexe.

-

B, 9E .
AE = py—= = (—ky) E = miwE

On a:K% = — (wiw) =i% (wyiw).
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& 11 faut penser a écrire : que —1 = i2 pour pouvoir écrire par la suite la racine car-
rée.

2& On a donc : i i
K = Fexp (;) W exp (Zﬂ) = texp (T) NG,

i3 V2 2
Comme exp | — =———|—|7,ona:

4 2
V22
KT:i(‘T“T)W‘W
Onad lutions : K L ek Lo 5 2
n a deux sowutions : = — - e = — — — avec 0 = ——

L Y e R ) Lyw

Solution n°1:

Le champ électrique peut se mettre sous la forme :

Er, = Egr; exp (i (wt — (%1 + IS) X)) Uz
= Eq1 exp <§) exp (i <wt + %))

On a une onde amortie qui se propage dans le sens des X < 0.

Remarque: On a bien un amortissement car X diminue quand ’onde se propage.

Solution n°2 :

%

Le champ électrique peut se mettre sous la forme :

fomon( (- (1))
o) ()

On a une onde amortie qui se propage dans le sens des x > 0.
La seule solution physiquement acceptable est la solution n°2 puisque le
métal est illimité et qu'il ne peut donc pas y avoir d'onde réfléchie dans le
métal. On a donc :
i
kr = — — -
TTs 8

La partie réelle correspond au terme de propagation.
La partie imaginaire correspond au terme d’amortissement.
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La vitesse de phase est la vitesse de propagation de cette onde dans le milieu :

L A
" Re(ky) \unv

La vitesse de phase dépend de la pulsation. Les différentes ondes ne se pro-
pagent pas a la méme vitesse. On dit que le milieu est dispersif.
0 est appelé la profondeur de pénétration dans le métal.
Au bout de quelques 9, le champ électrique a une amplitude négligeable
dans le métal.
Application numérique :

0 =50 um
3. Dans lair, lindice vaut 1. La relation de dispersion s'écrit pour une onde
plane progressive monochromatique (OPPM) : w =kc. On a : Ri = kliy et
ki = —K Ux. Soit :

el =[] = |d] = e =k =
On a des OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut donc utiliser les

— .o — aE . —
opérateurs : r_>ot§ =—ikAEet a—? =IwE.

Il faut bien lire 1’énoncé, car il existe deux conventions pour 1’écriture en com-
plexes !!!

. kAE
Pour une OPPM, on a : B = =——. On en déduit les champs magnétiques :
w
- kixAE i (wt —kx))U kE _ .
5 = KB ABoem @t =k KB oo oo
w

w
—kix A Egrexp (i (wt +kx)) U, KE

Bg = = =R exp (i (wt + kx)) Gy
w w
ky Ux A Egexp (i (wt — kyX)) Uy krE . ~
T = T 5} ( T )) — __Tw_T exp (I (wt _KTX)) Gy
| 1 —im .
Dans le conducteur, ona: Ky = — — - = —+v2exp ) d’ou

5
L) Son(2)

'=T:aR=C,aT=j;¢T=Z
. 2 2 . 1 .
ar exp(l¢T)=w£<§> (=140 = — (14D
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(>

%

Dans les exercices, il faut bien lire 1’énoncé et regarder si on utilise le modéle du
conducteur réel, pour lequel la distribution de courant est représentée par un vec-
teur densité de courant volumique j non nul (méme s’il ne prend de valeurs signi-
ficatives que dans une petite épaisseur au voisinage de la surface) ou le modéle du
conducteur parfait pour lequel la distribution de courant est représentée par un
vecteur densité de courant surfacique js.

Ici, la conductivité est finie. On utilisera les relations de passage en X = 0 avec

Tg=66tU=0.

4. On écrit les relations de passage pour le champ électrique et le champ
magnétique en X = 0.

Cote 1:
X = 0. Le champ électrique est : E1 = ET
Cotée 2 :
X = 0~. Le champ électrique est : Ez = Ei + ER
On a donc :
- - o >
E,—E;=—N»,=0
- - 80—» -
By, — B =ppjsANis2=0
Dol
E0E+ Epr= EOT1
—Eo | Eor ;
— 4+ == _(-14+1)E
c c ~ws ) Eor
soit
Eo+ Ejr = E
—Eo+Ejr=— (—1 +1) Eor
avec —=—————ctC=

2 50M
R Mo Y
On a donc : — Y
wd V 2€0w

2
Onac sow
Nr’}/
S O e O S D
D'aprés la question 2) : = — = < —
el gl [g] 10

1
c'est-a-dire fow <
ol 10
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2 1 2
On en déduit que o = il < — V2 ,soita < 1,4 x 1072,
wey  104/100

Le systéme a deux équations et deux inconnues s'écrit :

EOR"‘EO:EOT1 .
(—1+1)
Ejr— Eg=——E
=0R 0 o =0T
En faisant la différence des deux équations, on a :
(a+1-1)
2B =Ej——
0= Eo1 o
Eor 2a 2a 200 (1 +1) .
= R 2 e+
Do ST S exp (L
Eo P\g
0 K J
navuquekr =-—-.
q 2T 5 5

e Si v — oo, on a le modéle du conducteur parfait, L'épaisseur de peau
0 — 0 et @« — 0. Londe ne pénétre pas dans le métal. On a vu dans le
cours que Lon a alors des courants en surface. Puisque Eyr — 0, alors
Eor = —Eo. Toute l'onde incidente est réfléchie.

® Si v est finie, on a une onde qui peut pénétrer dans le métal mais elle est
atténuée.

Egr = Eoan/2 exp <|§> exp (i (wt — KTX)) Uy

avecKng—:—S

On a donc :

Egr = Eoav/2 exp <|§) exp (i (wt - % + %)) Uz

Finalement, on a :

Eot = Eoav/2 exp (%) exp (_TX) exp (i (wt - %)) Uy

Exercice 8.2 : Plasma (PC-PSI)

On étudie la propagation d’une onde électromagnétique dans un plasma consti-
tué de N électrons libres par unité de volume de masse m et de N ions positifs

par unité de volume de masse M et pratiquement immobiles. Une onde électro-
magnétique E = Egexp (i (wt —kz)) Uy se propage dans ce milieu. On pose
Wy = —.

meg
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1
gg=———Fm';e=1,6x10""C; N =1,22 x 10'? électrons/m?>
36m x 10°

c=3x10ms';m=9,1x10"3"kg

1. Montrer que I’action du champ magnétique sur un électron est négligeable
devant celle du champ électrique. Exprimer les vecteurs courant de conduction ic

et courant de déplacement I 4 on fonction de E, w, wp et gg. Etablir I’équation de

propagation et la relation de dispersion.

2. Montrer que la fréquence de 1’onde doit étre supérieure a une fréquence de
coupure f¢ pour avoir propagation. Calculer fc. Dans le cas ou il y a propagation,
représenter graphiquement la vitesse de phase et la vitesse de groupe en fonction
de la fréquence. Exprimer I’indice dans le plasma en fonction de w et wy.

Analyse du probléme

On étudie la propagation d’une onde dans un plasma. On ne cherche pas comme
dans I’exercice précédent sur 1’effet de peau a négliger les courants de déplacement.
Pour obtenir la relation de dispersion, il faut établir 1’équation de propagation avec
les équations de Maxwell et ensuite remplacer le champ électrique dans 1I’équation
de propagation.

Pour que I’onde puisse se propager, on verra que la pulsation doit étre supérieure a
une pulsation de coupure. On verra 1’application dans 1’exercice sur la traversée de
I’interface atmosphere - ionosphere.

1. On écrit le PFD a un électron de masse m dans le référentiel

2@ (O iy, Gy, Uz, t) galiléen :

m% =q E + gue A B
® Le poids est négligeable devant les autres forces.
® 0On néglige les interactions entre 'électron et les autres particules qui
sont parfois modélisées par une force de frottement fluide.
E
——. On a donc

¢ l'ordre de grandeur du champ magnétique est H éH ~

tique devant la force électrique.

qve
" qcE

~ E <« 1. On peut donc négliger la force magné-

On utilise le régime sinusoidal forcé. Il faut faire attention a bien lire 'énon-
E = Epexp (i (wt —Kk2)) Uy et non E = Ep exp (—i (wt — k2)) Uy.
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-

dv -
Le vecteur vitesse est de la méme forme : d;te = lwVe. On note le complexe

i et non j pour ne pas confondre avec le vecteur densité de courant volu-
mique.

Remarque: Il n’y pas de constante d’intégration quand on travaille en régime sinu-
soidal forcé.

%

-

dv . —eE
On a donc M—2 = imwi, = qE = —€eE, doil U, = ——.
dt e = 4= - £ imw
Le vecteur densité de courant de conduction volumique s'écrit :

L: = Z PRk = Z Nk Uy
k k

On a deux types de porteurs de charges mobiles : les ions positifs (notés i)
de charge +e et les électrons de charge —e.

On a donc :L = N (—el, + €v;).

- eE
On peut démontrer comme pour les électrons que : v; = ﬁ
w
- e € \= Ne/1 1)\-=
: =N{— +—)E=—-\|—+—)E
Onaalors: ] (imwe+iMw>_ » (m+M>_

Ne /(1 1) =
~—|—+—)E
|w<m+M>—

car d'aprés 'énoncé M > m.
On néglige donc l'effet des cations pratiquement immobiles.

Onadonc:fcz.—E:—i——_: E puisque wy, = —.
= w

e |e vecteur densité de courant de conduction volumique vaut donc :

)

- N —legw

J.=~E avecy= —P
2c - A w

e |e vecteur densité de courant de déplacement vaut :

-

- E . =
=co— = iwegyE.
14 03¢ 0E
Le rapport des deux densités de courant vaut :
—iEowz 2
ﬁ — w ° — _wp
ld iweg w?

L'équation de Maxwell-Ampére s'écrit :

= > oE e e
rot B = ] —i—mﬁog = [ (Jc+ Jd)-
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o f dans l'équation de Maxwell-Ampére désigne le courant de conduction,
noté qu dans l'exercice.

- a
® |q désigne le courant de déplacement. Il est égal a Eoﬁ.

On en déduit d’aprés la question précédente :

- > > —wz > w2 -
rot B =y <lc +ld> = N0<w—2p + 1>ld = Mo(l - W—S)W%E

%) .
> W] 9E
rotB=—~—~2—=

c? ot
Pour trouver la relation de dispersion, il suffit de remplacer Uexpression du
champ électrique dans U'équation de propagation.

Soit :

rot (r_)ot é) = gr—a()i (div E) — AE car div E = 0 avec un plasma globale-

ment neutre.

On a alors :
— (,UZ —
(B _ag__ 8 (1=F3E
B oot ¢ ot
On en déduit l'équation de propagation :
1 — w_%’ aZE
AE = W "~
cz  ot?

On remplace E = Egexp (i (wt —k2z)) Uy dans l'équation de propagation
écrite en notation complexe pour en déduire la relation de dispersion :
Wp

—KE = 1__2W (—w2E>, d’ol :

_ C
2
k2_w_2 1_ﬂ
o w?

2. ¢ Si w < wp alors k? < 0. k est imaginaire pur. On a une onde évanes-
cente. Il n'y a pas de propagation.
® Siw=uwpalors K=0.Ilny a pas de propagation.

® Siw > wp alors k> > 0 et k > 0. On a une propagation.
2
. 2 w w . L.
Siw > wp, alors kK =~ 2 etk >~ o Tout se passe comme si on était dans

le vide. Le courant de conduction étant nul : v — 0. La pulsation est trop
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grande. « Les électrons ne peuvent plus suivre » et ne se déplacent quasi-
ment plus.

[Ne?
La pulsation de coupure est donc we = wp = el On en déduit la fré-
€0

quence de coupure :
1 [Ne
S 2r Meg

On étudie les pulsations w > wp pour lesquelles il y a propagation d’une

onde électromagnétique. On a un filtre passe-haut.
Application numérique :

fC: fp

fc = 9,9 MHz
La vitesse de phase vaut :
w w C
U@ = — = =
-5 i-9)
c? w? w?
Lindice est défini vy = —. On en déduit donc :
2
O
2

dw w? wy woow
La vitesse de groupe vaut : vg = &« Or k? = —( - —p) == -2

c? w? ¢z 2
2wdw
On écrit la différentielle : 2kdk = o
On a donc : VgUp = c?

On représente sur le graphe ci-dessous la vitesse de phase et la vitesse de

w
groupe en fonction de —.

Wp
v

3¢ 1

2,5c¢

2c 1

1, 5¢ | Vg

c
Vg

0, 5¢ |

0 1 2 3 4 w
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La vitesse de phase correspond a la vitesse de propagation d’'une onde qui n‘a
pas de réalité physique. Le champ électrique E = Egexp (i (wt — k2z)) Uy
est une onde « éternelle » définie entret = —oo et t = 4-00. Il ne faut donc
pas étre surpris de trouver une vitesse de phase plus grande que la vitesse de
la lumiére.

La vitesse de phase dépend de la pulsation. On dit que le milieu est dis-
persif. Des ondes a des pulsations différentes ne vont pas se propager a la
méme vitesse.

La vitesse de groupe est inférieure a €. C'est tout a fait normal puisqu’elle
correspond a un transport d‘information. C'est la vitesse de la créte du
paquet d’ondes en l'absence de grande déformation du paquet d’'ondes.

Exercice 8.3 : Traversée de l'interface atmosphére - ionosphére

(PC-PSI)

146

L’ionosphere peut étre assimilée a un plasma neutre. On étudie la propagation des
ondes radio a I’interface atmosphére — ionosphére supposée plane. L’ionosphére
est dans la région z > 0 et I’atmosphere dans la région Z < 0. Le champ incident
est : Ei = Eg exp (i (wt — kz)) Ux. Lorsque 1’onde arrive sur I’interface, une par-
tie est réfléchie et I’autre partie est transmise. [’indice de réfraction de I’iono-

/ 2
w
sphereestn =,/1 — w—g . La fréquence plasma vaut fp = 6,9 MHz.

1. Ecrire les relations de passage du champ électrique et du champ magnétique
pour z = 0. Déterminer les coefficients de réflexion r et de transmission t en
amplitude pour le champ électrique. En déduire les coefficients de réflexion R et
de transmission T en puissance. Quelle est la relation entre Ret T ?

2. Quelle est la valeur de R lorsque w < wp ? Dans ce cas, a quoi peut-on assi-
miler I’interface atmosphere-ionosphére ?

3. On se place maintenant dans le cas d’une incidence oblique, et on désigne par
i I’angle d’incidence. A quelles conditions une onde peut-elle étre transmise dans
I’ionosphere ?

4. Un poste émetteur, au niveau de la mer, émet une onde radio de fréquence
12 MHz vers I’ionosphére, dans une direction faisant I’angle i avec la normale a
I’interface. En supposant que I’onde arrive sur I’interface précédente sous forme
d’onde plane, calculer I’angle i, a partir duquel 1’onde incidente ne traversera
plus I’interface.

Analyse du probléme

On a étudié dans I’exercice précédent la propagation d’une onde dans un plasma.
On s’intéresse a l’interface atmosphére-ionosphére et montrer quelles sont les
conditions pour avoir réflexion totale.
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1. Onde incidente :

Le champ électrique incident s'écrit : Ei = Egexp (i (wt —k2z)) Uy.
On en déduit le champ magnétique incident :
= Ui A E; Uz A Egexp (i (wt —k2)) Uy

B — Eoexp i Wt —k2))
= c c c piw y

Onde réfléchie :

Le champ électrique réfléchi s'écrit : Er =rEpexp(i (wt +kz)) Uy.
On en déduit le champ magnétique réfléchi :

-

- —U;AE,  —UzATEpexp (i (wt+kz)) Uk
Er pu— pr—
C C
—IEo

= exp (i (wt +k2)) Uy

Onde transmise :

Il ne faut pas oublier lindice n puisqu’on est dans le plasma.
L'équation de Maxwell-Faraday s'écrit :

N

-

-~ . - oB .=
rot E = —ikk A E = —a—? = —iwB,

- Et AN E C

dot B = — avec w = kiv = ki—.

w n
’ : w w% s
On a vu dans lexercice sur le plasma que k= .~ 1 ——, soit

w
c
w=Kk

w3
Vi-2
Le champ électrique transmis s'écrit : Et =tEpexp (i (wt —k2z)) Uy.
On en déduit le champ magnétique transmis :
- U,AE U AtEpexp(i (wt —k2) i
Et:nzc_t:nz L9 =04} p(c( ) Ux

= nLCEO exp (i (wt —k2)) Uy

Relations de passage pour le champ électrique et le champ magnétique

On n'a pas de densité surfacique de charges et de courants : 0 =0 et
js=0.
On écrit les relations de passage en z=10 :

> > o >
E,—E;=—Ni_>,=0

- - 60—> -
B, — By =ppjsANis2=0
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oté1:z2=0"

Le champ électrique est : El = Ei + Er.
Le champ magnétique est : El = Ei + Er.
6té2:z=0"

Le champ électrique est : Ez = Et.

Le champ magnétique est : Ez = Et.
On a donc pour z=0:

E+E=E
B +B =B
On en déduit que :
Eo+rEg =tk
Eo r_Eo_ntE()
c c
D'oli :
‘1+L=L
l—r=nt
On en déduit que 1 —r =n(1—r),
. l1—n l1—n 2
soit I = ett=14r=1+ = .
+n 1+n 14n
On obtient finalement :
1—n
r=——
- 1+n
2
t =
- 14n

Le coefficient de réflexion en puissance vaut :

R— puissance moyenne réfl chie

puissance moyenne incidente

Attention : il faut revenir aux notations réelles pour calculer le vecteur de
Poynting.

Onde incidente :
z@ Le vecteur de Poynting de l'onde incidente est :

Ei A I_5>i _ Eo cos (wt —kz) Uy Ey

I = = A — cos (wt — k2z) Uy
o o c
Ef -
= — cos” (wt — kz) U,
HoC
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La moyenne du vecteur de Poynting de l'onde incidente est :

> E
)= o
Zﬂoc

On considére une surface d_)S = dSis,.
La puissance moyenne transportée par l'onde incidente est :
- E2
Proy.i = (Tl ) - dSii = o=
moy,i i z 2110C

Onde réfléchie :

On pose I =T exp (i¢) avec r réel positif.

Le vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est :

fi, :M
Ko
rE t + kz G —TE G
_ TEocos (wt +kz+¢) X . Ocos(wt+k2+¢>)uy
Ko ¢
On a donc :
— - 2E2
M = — 2 cos? (wt + kz+ ) U,
FoC

La moyenne du vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est :

On considére une surface _é = —dSi;, car l'onde se propage dans le sens
(=Ug).
La puissance moyenne transportée par l'onde réfléchie est :

E2
_—0

ds
2/,LOC

Pmoy.r = <ﬁr> - (—dSly) = r?

Onde transmise :
Dans la suite de l'exercice, U est réel et sera noté t.
Le vecteur de Poynting de l'onde transmise est :

o E, A B tEg cos (wt — kz) U ntE .
Il = A B =0 w ) Ux A % cos (wt 4 Kk2) Uy
Ho Ho

On a donc :

nt2E2 .
I = —2 cos? (wt — kz) Uy
HoC
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La moyenne du vecteur de Poynting de l'onde transmise est :

- t2E2
<Ht> =N 0 Uz
2/1100

s — _
On considére une surface dS = dSu;.
La puissance moyenne transportée par l'onde transmise est :

P, -—<ﬁ> asti, =n" Fgs
moy,t — t z— 2N0C
Le coefficient de réflexion en puissance est :
P 1—nf?
R = —moy,r = r2 = |r_|2 = ‘
Pmoy,i 1 + n

Le coefficient de réflexion en amplitude peut étre complexe (voir question
2). Il faut calculer le module de r pour calculer R.
Le coefficient de transmission en puissance est :

2
T = Pmoyt :nt2=n< 2 )
Pmoy’i 1 + n

On calcule la somme R+ T :

l—n)2 4n l1+n’—2n+4n  (1+n)?®

R+T:( _
1+n

Tarnr T T a+n? a+n?

On a bien R4+ T = 1. Cette relation traduit la conservation de la puissan-
ce : toute la puissance de l'onde incidente se retrouve dans l'onde réfléchie
et l'onde transmise.

2
w
2.0navuquen= ——g. Lindice est donc complexe.
w
2 2 [.2
w w w
n’ = ——5:i2<—§—1). On a donc n =i —g—lzj:iX en
w w w
“h
posant X = — =
w
1—n*> 14X
Le coefficient Rvaut : R= = =1.0nadonc:
1+n 1 4+ X2
R=1

Linterface ionosphére-atmosphére peut étre assimilée a une surface parfai-
tement réfléchissante (miroir plan).
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3 A% jonosphere
T
atmosphere
Terre

Premier cas : f < f;
On a vu qu’il y a toujours réflexion totale.
Deuxiéme cas : f > f;

On applique les lois de Descartes au point d'incidence | : sini = nsinr,
) sin i sin i

d'ol sinr = o On a réflexion totale si e > 1.

On pose A = Arcsin (n).

Si i > A, on a une réflexion totale.

Si i < A, une onde de fréquence f peut traverser linterface.

Remarque : I’indice n dépend de la fréquence de 1’onde. On a dispersion de la

lumiére.

%

it
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2
4. Application numérique : A = Arcsin (n) = Arcsin 1— f—g = 42°

Si l'angle d'incidence est supérieur a 42°, l'onde incidente ne traversera plus
l'interface et on aura réflexion totale.

Ml Exercice 8.4 : Polarisation des ondes (PC)

On étudie le montage de la figure suivante. Un analyseur est placé dans le plan
z= 0. On appelle U le vecteur unitaire donnant la direction de transmission pri-
vilégiée de I’analyseur. On pose o = (Uy, U).

T

onde

lumineuse z

analyseur
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1. On considére une onde polarisée rectilignement dont le champ électrique se
met sous la forme : E = Eo cos (wt — Ko2) Uy. Déterminer I’éclairement de I’on-
de lumineuse en sortie de I’analyseur en fonction de a et Eg. Comment est appe-
1ée cette loi ?

2. On considére une onde polarisée elliptiquement dont le champ électrique se
met sous la forme : E = Eqy cos (wt — KoZ) Ty + Eoy sin (wt — koz) Gy. Déter-
miner [’éclairement de I’onde lumineuse en sortie de I’analyseur en fonction de
o, Eox et Eoy.

A
3. On remplace 1’analyseur par une lame quart d’onde T d’épaisseur e. Pour une

onde plane progressive monochromatique incidente polarisée rectilignement sui-
vant OX, I’indice de la lame est nNy. Pour une onde plane progressive monochro-
matique incidente polarisée rectilignement suivant Oy, I’indice de la lame est ny.

L’axe lent coincide avec I’axe OX et 1’axe rapide coincide avec ’axe Oy.
Donner une relation d’ordre entre les indices Ny et ny. Quelle relation a-t-on entre

€, Ny, Ny et A pour une onde plane progressive monochromatique incidente ?
4. ’onde incidente est I’onde étudiée dans la question 2. Donner I’expression du

A
champ électrique a la sortie de la lame quart d’onde o

Analyse du probléme

Dans ce probléme, on étudie I’influence d’un analyseur et d’une lame quart d’onde
sur une onde lumineuse incidente.

2& 1. Le champ électrique a U'entrée de l'analyseur en z =0 est :

Ecntree = Eo cos (wt) EjX

Y
N

S

Y
v

Le champ électrique a la sortie de l'analyseur en Zz=0 est :

Esortie = (Eentrée - G) U= Ep cos (wt) cos ad
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On obtient une onde polarisée rectilignement suivant U. L'éclairement de
l'onde en sortie est :
2
e=K

- 2
H Esortie| = (Eo cos (wt) cos a)?

—

Esortie

On a alors :

- 2\ 1
On en déduit la moyenne temporelle : <H Esortie > = 3 (Eg cos a)z.
L'éclairement de l'onde en sortie est donc :

e = —E? cos’a = €0 cos’a
5 =0

Cette loi est appelée loi de Malus.

2. Le champ électrique a l'entrée de l'analyseur en z =0 est :

-

Eentrée = EOX COosS (Wt) ax + EOy sin (wt) ljy

Y

T

CFS

Le champ électrique a la sortie de 'analyseur en Zz=0 est :
Eoric = (Eentrée -0 -U= (E()x cos (wt) cos a + Eoy sin (wt) sin a) 7]

On obtient une onde polarisée rectilignement suivant U.
L'éclairement de l'onde en sortie est :
2>

-«

= (Egx cos (wt) cos a)? + (Egx sin (wt) sin a)?

-

Esortie

On a alors :

N 2
H Esortie

+ 2Epx cos (wt) cos aEgy sin (wt) sin «v
On en déduit la moyenne temporelle :

|

-

Esortie

2 1 1
> =5 (Eox cos a)? + 7 (Eox sin a)?
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'éclairement de l'onde en sortie est donc :
_ 5 E2 2 E2 22
5—2( ox COs"a + Oysma)

3. Pour une onde plane progressive monochromatique (OPPM) polarisée rec-

tilignement suivant OX, la vitesse de l'onde est : vy = o
X
Pour une OPPM polarisée rectilignement suivant Qy, la vitesse de l'onde est :
C

Ny
Comme Oy est l'axe rapide, on a donc vy > vy, soit :

Uy

Ny < Ny

2
Cours: Les axes Ox et Oy sont appelés les lignes neutres de la lame. On pose kg = TW

Avant la lame, on considére un champ électrique de la forme :
. Eox cos (wt — Ky2)
E = | Egy cos (wt — koz+ ¢)
0

Dans la lame, le champ électrique est de la forme :

_ Eox cos (wt — nyky2z)
E = | Egy cos (wt — Nykoz + (;5)
0

A la sortie de la lame (z = e), le champ électrique est de la forme :

. Eox cos (wt — nxkoe)
E = | Egy cos (wt — nykoe + ¢)
0

Apres la lame, le champ électrique est de la forme :

_ Eox cos (wt — ko(z — €) — nyxkpe)
E = | Egy cos (wt —ko(z—e) — nykoe + ¢)
0

On a donc un déphasage entre la composante du champ électrique suivant Oy et la compo-
sante du champ électrique suivant OX du au passage dans la lame d’épaisseur € :

A¢ = nykoe — nykoe = 2; (nx —ny)e
Soit une différence de marche :
§=(nx —ny)e
Le champ ¢lectrique aprés la lame peut s’écrire en changeant ’origine des temps :

_ Eox cos (wt — Kky2)
E = | Egy cos (wt — Koz + ¢ + Ag)
0
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La différence de chemin optique entre la composante du champ électrique
A

suivant Oy et la composante du champ électrique suivant OX est T On a
donc :

A (nx —ny)e

4

A 3 T

4. Pour la lame 7 on a un déphasage de 3 entre la composante du champ
électrique suivant Oy et la composante du champ électrique suivant OX du

au passage dans la lame, d'od :

ésonie = Eogx cos (wt — Ky2) L_jx + EOy sin <Wt —koz+ g) ljy

On obtient alors :

—

Esortie = Eox cos (wt — Ko2) Uix + Egy cos (wt — koZz) Uy

C'est une OPPM polarisée rectilignement suivant le vecteur U'.

Langle 3 est défini par :

Eoy
0X

tan 0 =
Eox
=) 2
EOx + EOy
Comme les lignes neutres de la lame coincident avec les axes de Uellipse, la

lame quart d'onde transforme une onde polarisée elliptiquement en une onde
polarisée rectilignement.

cos 3=
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Calculs de champ
électromagnetique

Exercice 9.1 : Distribution volumique entre deux plans (PC-PSI)

On considere une distribution volumique D de charges p uniforme, d’extension

e . a a r
infinie, comprise entre deux plans z = 5 et z= 5 dans le référentiel

R = (O Ty, Oy, lzt).

Calculer le champ électrostatique et le potentiel électrostatique par 4 méthodes :
théoréme de Gauss, équation de Maxwell-Gauss, équation de Poisson et théore-
me de superposition. On prendra V (0) = 0. Etudier le cas particulier ou a — 0.

Analyse du probléme

Il 'y a plusieurs méthodes pour calculer le champ ¢lectrostatique et le potentiel ¢lec-
trostatique. Le théoréme de superposition permet de déduire directement le champ
¢lectrostatique créé par la distribution volumique a partir du champ créé par un plan
infini.

Cours: Méthode de calcul du champ électrostatique et du potentiel électrostatique

Il y a deux stratégies pour calculer le champ électrostatique et le potentiel électrostatique

créés par une distribution de charges.

Stratégie n°1 : On calcule le champ électrostatique et on en déduit le potentiel électrosta-

tique.

Pour calculer le champ, on a trois possibilités :

* Calcul direct du champ. Avec les plans de symétrie et d’antisymétrie, on prévoit la direc-
tion du champ. Le champ dE créé par une charge dq est donné par la loi de Coulomb :

T dmegk M2 KM T 4  KM3

On projette dE et on intégre les projections pour en déduire le champ créé par la distri-
bution de charges.
« Utilisation de I’équation de Maxwell-Gauss :

divE="2
€0
« Utilisation du théoréme de Gauss pour une surface fermée S:

#E}‘d Xt:Qint
€0

S
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Cette méthode donne des résultats simples pour des distributions hautement symétriques.
Elle se fait en 3 étapes : recherche des plans de symétrie ou d’antisymétrie, recherche des
invariances et application du théoréme de Gauss (la surface de Gauss est une surface fer-
mée par exemple un cylindre de hauteur h, une sphére, un parallélépipede).

On en déduit directement le potentiel en intégrant la relation :
av=—E.d

Stratégie n°2 : On calcule le potentiel électrostatique et on en déduit le champ électrosta-
tique.
Pour calculer le potentiel, on a deux possibilités :

« Utilisation de la loi de Coulomb :
d
v %
4regKM
avec dgq = pdTou odSou Adl suivant que la distribution est volumique, surfacique ou
linéique. Il reste a intégrer pour en déduire le potentiel V.
ATTENTION : Cette méthode n’est pasvalablesil y adeschargesal’infini.

+ Utilisation de 1’équation de Poisson : AV = —ﬁ.

€0
Il reste a intégrer I’équation différentielle pour déterminer le potentiel V.

Aprées avoir calculé le champ ¢électrostatique, on en déduit le champ a partir de la relation :
_ —
E = —gradV

Propriétésimportantes en électrostatique
* Pour une distribution volumique, V et E sont définis et continus en tout point de I’espace.
 Pour une distribution surfacique, E est discontinu  la traversée de la surface de distribu-

. - > o . .
tion: Ey — E; = —nNj_ avec 1 et 2 des points de part et d’autre de la surface de distri-
€0

bution. Le potentiel V est continu en tout point de 1’espace.
* Pour une distribution linéique, V et E ne sont pas définis sur la distribution.
Il ne faut pas oublier que les distributions surfaciques et linéiques sont des modélisations et
donc une approximation. Il ne faut pas étre surpris d’avoir des résultats qui divergent.
Choix de la constante pour le potentiel électrostatique

Pour une distribution finie, on doit choisir V (c0) = 0.
Par contre, pour une distribution infinie, on ne peut pas choisir V (o0) = 0.
Dans ce cas, bien lire I’énoncé qui impose souvent un potentiel de référence.

Structure du champ et du potentiel

ZQ * Les plans P = (M, ly,0;) et Q = (M,dy,0z) sont des plans de symé-

trie pour les charges, sources du champ électrostatique, donc
E (M) € (PN Q), soit E//Us.
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e La distribution D de charge est invariante par translation suivant Uy et
Uy, donc E et V aussi. Les coordonnées du champ ne dépendent pas de
X et y. Le potentiel ne dépend pas X et y. Bilan :

E=E(@®@igetV=V(@Q.

Le plan Z =0 est un plan de symétrie.

z=0 plan de symétrie

Le champ en M’ est le symétrique du champ en M par rapport au plan
z=0, dou:

E(M) = sym(é (M)> — _E 2y et V(M) = V(M)

Soit un point M appartenant au plan z=0. Les plans (M,Uy,0;),
(M,Gy,U;) et (M,y,0y) sont des plans de symétrie, donc E (M) appar-
tient a leur intersection, donc E = 0 pour Z=0.

1. Premiére méthode : Utilisation du théoréme de Gauss

Calcul du champ avec le théoréme de Gauss :

z surface S
X1 M
Yy
LTI ——>
O/ X
3
<
b

On considére un point M dans la région z > 0. La surface de Gauss est un
cylindre passant par M représenté sur la figure ci-dessus. Le théoréme de
Gauss s'écrit :

> — i > —> > —> > —>
#E : dsext = (int = // E- dslext+// E- ds%xt‘f‘// E- dS3ext
Pl pY) ]

z

161



Partie 4 + Electromagnétisme

Le flux a travers la surface latérale X3 est nul car le champ est orthogonal
au vecteur élément de surface orienté vers l'extérieur. On a donc :

#E : d_é'ext = // E (2) U, - dSU+ // (—E(2)) Uz - dS(—Uy)
py)

b %)

On a donc : #E . d_>Sext =2E(@S.
S
Il'y a plusieurs cas pour calculer la charge intérieure :
pa

a
e Siz>—, Qi =paS, onadonc E=—.
2 280

a V4
e Si0<z< 5 Qim=p228,onadoncE=p—
€0

On en déduit le champ dans la région Z < 0 par symétrie :

. a a
e Siz< ——, alors E = _£~
2 25()
.a y4 yA
e §§ —— <z2<0,alors E = —sz—
2 €0 €0
E
N
pa
260
_a
2 N
a
5 zZ

Si 'épaisseur a tend vers 0, on peut considérer la distribution comme sur-
facique. On peut définir une densité surfacique de charges o.

Pour exprimer p en fonction de o (c’est-a-dire passer d’une approximation volu-
mique a une approximation surfacique pour les charges), il faut calculer la charge
de deux facons.

e Distribution surfacique : on considére une charge située en z=0 et de

2@ surface S. La charge est Q = oS.

e Distribution volumique : on considére une charge située dans un volume
de surface S et de hauteur a. La charge est Q = pSa.

Les deux charges doivent étre égales. On a donc :

o=pa
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On retrouve bien le champ créé par un plan infini avec un discontinuité en
z=0.

Calcul du potentiel :

La distribution est infinie. On ne peut pas choisir : V (c0) = 0. On choisit
d'aprés l'énoncé V (0) = 0.

Comme la distribution est volumique, le potentiel est continu en tout
point de l'espace.

On a vu que le potentiel est une fonction paire de z. Il suffit de le calculer
dans la région z > 0.

On utilise la relation : dV = —E - Ef pour calculer le potentiel.
On considére un déplacement quelconque du point M :

On a donc :

dV =—E. d =—E @, (dxiy + dyly + dzii,) = —E (2) dz

. a pzZ . pZ?
e Si0<z< =, alorsdV = ——dz. Onintégre entre 0 et z: V = ——
2 £0 2g9
puisque V (0) = 0. Le potentiel vaut en z = % :
a a’
o)
2 850
a a a
e Siz> —, alorsdV = —p—dz. On intégre entre — et Z :
2 2e9 2

a2 a a
v— (-2 =—p—(z——)
860 280 2

Dot :

2
ve(-5)m3)
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On en déduit le graphe représentant V en fonction de z :
V

a a
2 2

Remarque
On a continuité du potentiel en tout point de I’espace puisqu’on a une distribution
volumique. On remarque que la dérivée premicre de V est continue. C’est prévisible

) av . .
puisque E = 4 et que le champ est continu en tout point de I’espace pour une

distribution volumique.

2@ 2. Deuxiéme méthode : Equation de Maxwell-Gauss

On a vu que le champ électrique ne dépend que de z.
L'équation de Maxwell-Gauss est :

d
1B sE, dE
avE= =V E=ln B =g
€0 8y E, z V4
0z
a a - dE z
. Si——gzg—:divE:—:ﬁ, donc Ezp—+Cte. On a vu que
2 2 dz €0 €0
. pz
E =0 pour z=0. Soit E = —.
€0
. a . - dE o,
e Siz> > :divE = it 0 (localement il n'y a pas de charge), donc
a
E = cte. Le champ est continu pour z = > puisqu’on a une distribution
a
volumique, donc E = p_.
€0
a - dE
e Sizg —3 :divE = File 0, donc E = cte. Le champ est continu
a a
pour Zz= ——, donc E = —'0—.
2 28()

On retrouve les mémes résultats qu'avec la méthode 1.
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3. Troisieme méthode : Equation de Poisson
'équation de Poisson est :

a a

ax X

P - a a

AV:——:(V v)vz 22

€0 ay | ay

a a

0z 0z

Soit :

RV 82+82+82 _82V+82V+82V
g \ax2 o ay? o a2 Coax2 gy 9z2

On a vu que le champ et le potentiel sont nuls pour z = 0. Comme le poten-
tiel ne dépend que de z, I'équation de Poisson s'écrit :

d?v _p
dz2 - €0
a a d?v p dv p
e Si ——-—<z«<=- : —=——, donc —=—"-+4+A et
] 2 2 dz2 €0 dz €0z
V = —2LZ2 + Az+ B. Le champ électrostatique est
€0
S N dv dVv pz
E=-gradV=——U,.Ona:E=——+=—-A
g dz z dz €0
OrV=0etE=0pourz=0.0nadonc: A=0 et B=0.0n obtient
Z
finalement : E = Pz
€0
) a d*v
e Siz>—:—=0.0nadoncV=Az+B et E=—A" Le champ
2 dz?
: : a : pa
et le potentiel sont continus pour z = 5 On a donc A' = 5 et
€0
2 2 2 2
a a a a a
—'O—:A/(—)+B/, dou B = 2= 4 P2 _ 2
8¢eo 2 8o 4ep 8o
a d*v
e Siz<——=:—==0.0nadonc V=A"Z+B" et E=—-A". Le
2 dzZ
: : a 1" pa
champ et le potentiel sont continus pour z = —5 On a donc A" = —
€0
2 2 2 2
a a a a a
et -5 — A (——) v B, doa B = % P _ P
860 2 860 480 860

On retrouve les mémes résultats qu'avec la méthode 1.
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4. Quatrieme méthode : Théoréme de superposition
La distribution volumique est la superposition de plaques d'épaisseur dz
représentées sur le schéma ci-dessous.

a1 £ dz

Pour trouver la relation entre o,p et dz, il faut calculer la charge de deux
facons : dg = 0dS = pdzdS.
On en déduit que :

o= pdz

(o
On utilise le champ créé par un plan infini (=— - voir premiére méthode)
€0

pour en déduire le champ créé par la plaque d’épaisseur dz :

pdz
T 280
p S dz
pdz
-

260

Il reste a appliquer le théoréme de superposition pour calculer le champ créé
par la distribution de charges D.

a
e Siz> > le point M est au dessus de tous les plans. On a donc :

E_f% pdz  pa
o _%260_260

a
e Sizg Y le point M est au dessous de tous les plans. On a donc :

a a a
e Si —5 <z« 5 Le point M est au dessus des plans situés entre —> et

a
Z alors qu'il est au dessous des plans situés entre zZ et 5 On a donc :

Z pdz I pdz a a z
E:/ P_+/2_P_:L<Z+_)_L(__Z):P_
,fzz 280 z 280 280 2 260 2 &0

On retrouve les mémes résultats qu'avec la méthode 1.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 9 - Calculs de champ électromagnétique

Exercice 9.2 : Distribution volumique entre deux sphéres

concentriques (PC-PSI)
On considere une charge ¢ négative répartie en volume entre deux spheres
concentriques de rayon R; et R,. On appelle p (r) la densité volumique de
charges entre R; et R,. Le champ électrostatique se met sous la forme :

E = a(r — Ry Uy pour R; <1 < R, avec a une constante. On donne, pour un
. . . = dE E = =

champ a symétrie sphérique : div E = d_rr A ZTr avec Er = E(r) - Ur.

1. Déterminer p (') en fonction de a,r,R; et €.

2. Déterminer a en fonction de q,£9, R; et R.

3. Déterminer le champ électrostatique en tout point de 1’espace. Représenter

graphiquement E; en fonction de r.

Analyse du probleme

L’équation de Maxwell-Gauss permet de calculer directement la densité volumique
de charges a partir du champ électrostatique. Le théoréme de Gauss permet d’en
déduire le champ en tout point de 1’espace.

2@ 1. Léquation de Maxwell-Gauss s'écrit : div E= ﬁ.

€0

Comme E = a(r — Ry)y, alors :

- dE E 2a(r — R
dvE= 5 B g ROZR) P
dr r r €0

. 2aRy .
On en déduit : p = ¢y a—|—2a—T , soit :

Ri
p=a€o 3—2r—

2. On connait la charge totale q. On peut l'exprimer en fonction de a en uti-

lisant p.
Rz RZ R
q= /// pdr= / p (r)4nrdr = / as (3 — 2%) 47 2dr
distribution r=R; r=R;
Remarque

On peut également écrire le petit élément de volume en coordonnées sphériques :
dr = (dr) (rdd) (r sin 8do).
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Il reste a intégrer r entre Ry et Ry, # entre 0 et 7 et ¢ entre 0 et 2. On retrouve le
méme résultat.

%

On a alors :
q = 4reoa[r’ — Rir?]y = 4reoa (R} — RIRS — R} + R})

Finalement, on a :

q
a—=
47['8() R% (Rz — R])

3.

* Les plans P = (M, G, 0p) et Q = (M, Gy) sont des plans de symé-
trie des sources du champ, donc EM)e (PN Q), soit E//Ur.

e la distribution D de charges est invariante par rotation d’angle 6 et ¢,
donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 0 et ¢. Bilan :
E =E(r).

e On applique le théoréme de Gauss a une sphére de centre O et de rayon

r S'éCﬁtiff E - d8ex =// E (r) Gy -dST, = E () 4nr? = Qint
€0
S S

Sir <Ry, Qnt =0, donc E =0.
Sir >Ry, Qint = (. Tout se passe comme si on avait une charge ponc-
tuelle. Le champ vaut alors :

E=—2 g
4meor
E,
|
|
|
|
R, R r
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Exercice 9.3 : Champ et potentiel créés par deux fils infinis

(PC-PST)

On considére un fil infini d’axe Oz portant une densité linéique de charges
constante \. .

1. Déterminer le champ électrostatique E.

2. En déduire le potentiel électrostatique V.

3. On considére deux fils infinis paralléles a 1’axe Oz situés en (X = —a,y = 0)
et (X = a,y = 0) portant respectivement des densités linéiques de charges —\ et
+ . Donner I’expression du potentiel en un point de I’espace défini par les dis-
tances I'; et I'; aux deux fils, en choisissant V = 0 a égale distance des deux fils.

Analyse du probléme

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ électrostatique. Comme la distri-
bution est hautement symétrique, il est plus simple d’utiliser le théoréme de Gauss.
On applique le théoréme de superposition pour calculer le potentiel créé par deux
fils infinis.

1.

%

A/

U,

I ] i
hlxa \]\\4@
Uy

I~

AVAS

o)

Calcul du champ électrostatique en trois étapes

e Les plans P = (M, Uy,Uy) et Q = (M,Uy,U;) sont des plans de symétrie
des charges (sources du champ), donc E (M) e (PN Q), soit E//ﬂr.

e |a distribution D de charges est invariante par rotation d’angle 6 et par
translation d'axe Oz, donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas
de © et z. Bilan : E = E (1) G-

e On applique le théoréme de Gauss a la surface fermée (X) : cylindre de
hauteur h passant par M et de rayon r :
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%

#E.d_éext Qint=//é.?s,+ /E.d_é+ /é.d_é
&0
P}

P py) 23

#E-d_)Sext://E(r)Ur -dS;y = E(r)2arh
) 23

Les trois surfaces formant (X) sont : (X;) surface supérieure, (X;) sur-
face inférieure et (X3) surface latérale. Le flux a travers la surface supé-
rieure et la surface inférieure est nul car le champ électrostatique est
orthogonal au vecteur élément de surface.

On ne peut pas prendre comme surface de Gauss un cylindre infini ! La surface de
Gauss doit étre une surface fermée. Le vecteur élément de surface doit étre orien-
té vers 1’extérieur.

Le point M est nécessairement a U'extérieur du fil. La charge intérieure est :

Qint = Ah.
On en déduit le champ électrostatique :

A —
2megr

E =

Interprétation physique :
Le champ électrostatique diverge a partir des charges positives et converge
vers les charges négatives.

2. On en déduit directement le potentiel électrostatique a partir de la

relation dV=—I§-EI>.
On considére un déplacement quelconque dans l'espace

dl = dr Uy + rdfuy + dzi,
On a alors :

dV = —E. d = —E ()G - (driiy + rdéiy + dzii,) = —E (r)dr
Soit :

A
2megl

v = — dr
On integre la relation précédente :

A
V=———Inr +cte
27T80
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La distribution est infinie. On ne peut donc pas choisir : V (c0) = 0.
L'énoncé ne précise pas la constante dans cette question.

3.
Y
N M
r1
T2

O : Oq
—a O a x
—A +A

On applique le théoréme de superposition.

A A A r
V=———Inrp4+—1Inr,+cte = —1n—1+cte(
2meq 2meg 2meq M

D'aprés l'énoncé, V =0 si r; =r,. On a donc :

A r
V=-""1In-
27eg )

Exercice 9.4 : Champ électrostatique entre deux plaques (PC-PSI)

On considere un condensateur plan formé de deux plaques paralléles infinies et
distantes de d. L’ensemble est placé dans le vide. Les plaques sont maintenues
respectivement aux potentiels V; et V>. On néglige les effets de bord.

1. Rappeler les équations de Poisson et de Laplace pour I’€lectrostatique.

2. Déterminer le potentiel et en déduire le champ électrostatique E qui régne
entre les armatures de ce condensateur.

3. Ce condensateur est placé dans un milieu ou régne une densité volumique de
charges p uniforme. Déterminer le potentiel électrostatique et le champ électro-
statique.

Analyse du probleme

On va utiliser une autre méthode que le théoréme de Gauss pour calculer le champ
électrostatique. Avec 1’équation de Poisson, on va calculer le potentiel. On pourra
alors en déduire directement le champ électrostatique.

1. l'équation de Poisson en électrostatique s'écrit :

%

AV =2

€0

171



172

Partie 4 - Electromagnétisme

L'équation de Laplace pour l'électrostatique est le cas particulier ot la den-
sité volumique de charges est nulle :

AV =0

On néglige les effets de bord (c’est-a-dire que U'épaisseur d est faible devant
les dimensions des plaques considérées comme infinies). Dans ces conditions
la distribution est invariante par translation suivant Uy et Uy, donc V aussi.

On en déduit que :
V =V (X)

Dans l'espace entre les plaques qui est vide de charge, le potentiel électro-
statique vérifie ['équation de Laplace :

AV =0
, .. d2v
En coordonnées cartésiennes, on a AV = el =0. On a donc :
V = Ax + B.
Conditions aux limites
V=V, pourx=0etV =V, pour x =d.
o V1 =B A VoV
On en déduit : V, = Ad + B’ soit A = q
Finalement, on a :
— (V| =V
V- M 2)x+V1
d
On en déduit le champ électrostatique :
- V _V -
E= _gradV = - 2 iy

Le champ est uniforme entre les armatures du condensateur.
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3. Entre les armatures, le potentiel électrostatique vérifie l'équation de

Poisson :
v -
AV = — = _P
dx? €0
dv —
Une premiére intégration donne : — = —pX + C;.
dx €0
Une deuxiéme intégration donne : V = 5 + Cix+C,.
€0
Les conditions aux limites donnent :
Vi =G,
—pd?
V, = —p—+C1d+C2
€0 2
V2 — V1 pd
D'otl C; = —
! d + 28()
On obtient :

. —pX2 n V, — V| pd
d 280

V= +—>X+V1
260

Le champ électrostatique est :

Exercice 9.5 : Capacité d'un cable coaxial (PC-PSI)

Un cable coaxial est formé d’un conducteur cylindrique plein, de rayon R;, de
charge Q, de longueur h, d’axe Oz, de potentiel V; > 0, entouré d’un conduc-
teur cylindrique creux, de rayon intérieur Ry, de charge — Q, de potentiel V, = 0.
Le vide sépare les deux conducteurs. On néglige les effets de bord. On pose
U = V; — V,. La capacité C du cable coaxial est définie par Q = CU. On donne
I’expression du Laplacien en coordonnées cylindriques :
19 ( 9V 102V 9°V

=tor (r a_r) 2o a2
1. Exprimer le potentiel V (r) pour R; <1 < R, en fonctionde U,r,R; et Ry. En
déduire le champ électrostatique E.
2. En utilisant le théoréme de Gauss, exprimer le champ électrostatique en fonc-
tion de Q et h. En déduire la capacité C du cable coaxial.
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3. Déterminer I’énergie électrostatique emmagasinée et I’exprimer en fonction de
Cet U.

4. On suppose que R, = R; + €, avec € < R;. Déterminer dans ces conditions
la capacité du condensateur.

Analyse du probléme

On cherche a calculer la capacité d’un conducteur cylindrique. La démarche est gui-
dée en calculant de deux fagons le champ électrostatique.

Il faut savoir calculer 1’énergie électrostatique a partir de la densité volumique
d’énergie ¢lectromagnétique. Si I’épaisseur est treés faible devant le rayon des
cylindres, on retrouve alors la formule du condensateur plan.

2& 1. La distribution est invariante par rotation d'angle 6 et par translation sui-
vant U, puisqu'on néglige les effets de bord. Le potentiel est donc aussi

invariant par rotation et par translation donc : V =V (r).
Dans le vide, le potentiel doit vérifier l'équation de Laplace :

1 Vv 1 92V 2V
AV = 0= i(ra) IV 8

Troar U oar r2 5902 ' 92

Comme V ne dépend que de r, on a:

dv A
soit ra = A. On sépare les variables : dV = ?dr. En intégrant, on a
V = Alnr + B.
Conditions aux limites

On connait le potentiel pour r = Rjetr = Ry :

U=AIhR +B

0=AhR +B
On en déduit : A= etB=0—-AInR =-— InR,.
ln% ? ln% ?
U U
Finalement, V = —Rlnr — —Rln Ry, soit
ng ng
2 2
U r
In &t R,
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On en déduit le champ électrostatique :

R — dVv U 1
E=—-gradV=——10U =— .y
gra dl’ r l%rr
On a donc :
- u .
E: RZUr
rh’lﬁl

On vérifie le signe positif de E; si U est positif : le champ électrostatique
est bien dirigé dans le sens des potentiels décroissants.

2.

Les plans P = (M, 0,l;) et Q = (M,Uy,ly) sont des plans de symétrie
pour les charges, donc EePn Q, C'est-a-dire E//Gr.
La distribution est invariante par rotation d’angle 6 et par translation sui-

vant Uy, donc E aussi.
Bilan :

E=E()

On applique le théoréme de Gauss a la surface fermée définie par §,S et
S (traits en pointillés sur la figure).
Le flux a travers les surfaces S et S est nul. On a alors :

#E‘d_)sext =// E@) b -dSitr = E(r)2arh = Qint = g
S S

€0 €0
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Le champ électrostatique est :

- Q _
E - Ur
27t heg
= u . .
On a vu que E = ——-Ur. En comparant les deux expressions, on a :

ring
1

Q U

27t heg - r ln R
Ri

On en déduit la capacité :

Q I 27Th€0
u ln%

C=

1
3. L'énergie électrostatique est : Ug = [[f 50 Edr

espace

On a vu que E = Ur. Il faut intégrer Z entre 0 et h, § entre 0 et 27

R
n g

et r entre R; et Ry. On en déduit :

1 u?
Ug =ff/ —soizdrrdedz
2 2( Rz)
rs(ln 22

e€space R1

Ry =Ry 6=0 z=0
Soit :
U2 R 1 27h
Ua = —=—ln planh = 5 L2
2(mg) R In &

On retrouve le résultat de I'énergie emmagasinée par un condensateur :
Us = ~cU?
L)
I . R
4. On étudie le cas particulier ou R <« 1. 0n pose R, = Ry + e avec
1

ek« Ry.
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On fait un développement limité au premier ordre

R e e
In =2 In|(l4+— )~ —.
Ry Ri Ry
27T€()h

i 4
Ri

On a donc C ~ soit

On retrouve la formule du condensateur plan avec S = 27 R;h.

Exercice 9.6 : Superposition de nappes de courant planes (PC-PSI)

Soit D une distribution infinie de courants, constituée de deux couches planes
paralléles, d’épaisseur b. Ces deux couches sont séparées par un interstice
d’épaisseur 2a. Elles sont parcourues par des courants volumiques uniformes et
opposés + j Uy et — j Uy respectivement.

1. Question préliminaire : On considére une seule nappe de courants plane située
en Zz= 0. Le courant surfacique uniforme est qu = jsUx. Déterminer le champ
magnétostatique en tout point de I’espace en utilisant le théoréme d’ Ampere.

2. Déterminer le champ magnétostatique de la distribution D en un point de I’axe
Z = 0 en utilisant la résultat de la question 1.

3. En déduire le champ magnétostatique de la distribution D en tout point de I’es-
pace en appliquant le théoréme d’ Ampere.

z
a
ar
Y <t—ji,

Analyse du probleme

La premiére question est une question de cours classique. Pour calculer le champ
magnétostatique en Z = 0, on considére qu’une couche de courants volumiques est
la superposition de nappes de courants planes. Il faut savoir passer d’une distribu-
tion surfacique a une distribution volumique pour appliquer le théoréme de super-
position.

Cours: Calcul de champ magnétostatique

Il y a deux stratégies pour calculer le champ magnétostatique créé par une distribution de
courants :
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» Stratégie n°1 : Utilisation de la loi de Biot et Savart. Cette premiére stratégie se fait en
trois étapes :
1) Etude des symétries pour prévoir la direction du champ magnétostatique.
2) Le champ magnétostatique créé par un ¢lément de courant dC est :

=1 Ho (ﬁ A UK M
dB=——F—"—
47 K M2
avec dC = Idl = Tst = Td’T suivant que la distribution est linéique, surfacique ou volu-

mique.
3) On projette dB et on intégre la projection.
o Stratégie n°2 : Utilisation du théoréme d’Ampére. Cette deuxiéme stratégie se fait en
trois étapes :
1) Etude des symétries.
2) Etude des invariances.

3) Application du théoréme d’ Ampére avec un contour I' ferme et orienté :
f B- Er = 10 lenlacé
r

Les calculs sont bien plus plus simples qu’avec la méthode 1 pour des distributions hau-
tement symétriques. N’oubliez pas qu’il y a plusieurs cas pour calculer les courants enla-
cés : intérieur de la distribution, extérieur de la distribution, z > 0, Z < 0...

1. On considére une nappe de courants plane de vecteur densité surfacique

%

de courants : js = jsl.

e |a distribution de courants est invariante par translation suivant Uy et
Uy, les coordonnées du champ magnétostatique ne dépendent que de z.

e le plan (M,ly,Ul;) est un plan de symétrie des courants, source du
champ magnétostatique. Le champ B est donc suivant Uy .
= ~
Bilan: B = B (2) Uy.

e le plan z= 0 est un plan de symétrie.
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Le champ au point M’ est 'opposé du symétrique du champ au point M :
B (M) =sym (B(M)) = —B (M) = ~B@y

e On applique le théoréme d’Ampére avec le contour ABCD pour calculer
le champ magnétostatique au point M avec z > 0.

Remarque

Le contour d’Ampere est orienté. Il faut faire attention aux signes lors du calcul de
la circulation.

¥

B _ B
[ 80— [ Bt ui @ ve-yw=-B@

C
/ B- a) = 0 car le champ est orthogonal au déplacement d_E)
B

D _ D
fCB-EI)=fC —B (@ ly-dyly=—-B(@ (yp —Yc) =—-B(@¢

car le champ en un point du segment [CD] est —B (2) Uy

A —
/ B- Ef = 0 car le champ est orthogonal au déplacement d7
D

B-dl = -B@¢(—B@)¢t=ppjst
ABCD

Siz>0:
= Js -
B=—uy=u
Ho 7Y
On en déduit le champ magnétostatique dans la région z < 0 :

jS—>

B = /J/OEUy

Remarque

On a bien une discontinuit¢ du champ magnétostatique a la traversée de la surface
de distribution puisqu’on a un distribution surfacique.
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¥

2. La distribution volumique de la région 1 (comprise entre a et a + b) est
la superposition de plaques de courants d’épaisseur dz représentées sur le
schéma ci-dessous :

[OJOXOJOXOXOXOJIOIOJOROJOIOXOXOIO]
7] JilfcXoXoTotoloYolctotoRotolotoxotol d

L ®
iy

IS

Relation entre j, js et dz pour une plaque élémentaire :

On calcule le courant de deux fagons pour une plaque élémentaire d'épais-
seur dz :

PRPPRPEPEREPPO PO 7 Z £—>
bl 2000000000000066 ~ Js 9000 P0eRee 06 Uy Uy
«—> «—>
L L

e Distribution volumique : La surface perpendiculaire aux lignes de courant
est dzL. On a alors : | = jdzL.

e Distribution surfacique : Le courant qui traverse la « ligne d'arrivée » L
est | = jsL.

On adonc | = jdzL = jsL, soit:
js = ]dz

Champ magnétique créé par la région 1 située entrez=aetz=a+b:
Le champ magnétique créé par une plaque élémentaire d'épaisseur dz est :
jdz

j
dB, ZMO—S = Ho 5

2

Remarque: On a une contribution positive que 1’on peut vérifier avec la régle de la
main droite. Le point M est en dessous de la distribution volumique.

%

On intégre z entre a et (a+ b), d'ot :

ath .
jdz jb
N

a

Champ magnétique créé par la région 2 située entre z=—-a—b et
z=-a:
Le vecteur densité de courants de la région 2 est — j Uy mais comme le point

M est au dessus de la région 2 alors le champ magnétique créé par une
plaqgue élémentaire d'épaisseur dz est :
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jdz

4B, = poy

On intégre z entre (—a — b) et (—b), d'ol :
—a

jdz ib
%= [ oty =y

Champ magnétique total en un point de l'axe z=0:

B = 119 bly
3. z
bf 1 B < A
N4
a A
C i D y
b 2

e La distribution est invariante par translation suivant Uy et Uy, les coor-
données du champ magnétostatique ne dépendent que de z.

e Le plan (M,ly,U,) est un plan de symétrie. Le champ est donc suivant
Uy.
Bilan : B = B (2) Uy

e On applique le théoréme d’Ampére avec le contour ABCD avec z> 0 :

B
/ B =—B @I + bl = tglentoce
A

Si0<zga:
Le courant enlacé est nul. Le champ magnétostatique est :

B =pjb
Sia<z<b:
Le courant enlacé est : lepjace = jl (z—a). D'odl :
B=ypuyjb-z+a)
Sib<z:
Le courant enlacé est : lepace = jIb. Dol :

B=0
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Le plan Z = 0 est un plan d'antisymétrie.

B(M)
M -
z=0 = Yy
B(M")
—

M

On en déduit le champ au point M’ en fonction du champ au point M :
B(M) = sym(é (M)) —B(M)

Le graphe représentant B en fonction de z est donc une fonction paire.

B
poJb

|
|
|
|
L

0 a a+b z

Exercice 9.7 : Sphére en rotation (PC-PSI)*

On considére une sphére isolante de rayon R, de centre O, chargée en surface
avec la densité surfacique de charges o uniforme. On la met en rotation a la vites-
se angulaire w constante autour de I’axe Oz
1. Calculer le champ créé par une spire circulaire parcourue par un courant | en
un point de 1’axe.
2. En déduire le champ magnétostatique é(O) créé au point O, centre de la
sphére.
3. Calculer le moment magnétique M de la sphere.

™

4
On rappelle que f sin 30dH = 3
0

Analyse du probléme

La premicre question est une question de cours classique. Vous devez connaitre le
résultat et étre capable de le redémontrer trés rapidement.

La deuxiéme question est plus délicate puisqu’on va décomposer la distribution en
spires ¢lémentaires parcourues par un courant dl. Il restera alors a intégrer toutes
les contributions pour calculer le champ magnétostatique résultant.
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0
/ oS
M

"z M =z

1
'
1
.

.

Tous les plans passant par M et contenant ['axe Oz sont des plans d'antisy-
métrie pour la distribution de courants, donc B (M) appartient a l'intersec-

tion des plans d'antisymétrie. On en déduit que B (M) //Us.
La loi de Biot et Savart sécrit :

dé=&|ErAL_jK_>M
47 KM?2

On calcule le champ magnétostatique B dans la région z > 0.
La projection sur laxe Oz est :

Mo Idl
47 KM?2

dB; = sin ¢

On peut sortir KM et sin @ de l'intégrale puisqu’ils sont constants quand on
se déplace sur la spire pour décrire la distribution. Le champ résultant est :

po | .
BZZEKM2 sm@/dl 4 KM2 (sin 0) 27R
c ing=_~ deduit Lo _sin®f g
mme sin # = ——, on en i : = . On nc:
omme s (o On en deduit que : -~ =V a donc
[
; = %sm%

Le plan Z= 0 est un plan de symétrie.
On a calculé le champ en M dans la région z > 0.
On en déduit immédiatement le champ en M’ symétrique de M par rapport
au plan z = 0. Ici B( ) = B (M).
Pour une spire vue sous un angle 26, le champ créé sur l'axe est :
fho!

B = IR sin 30,
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2.

On a des charges en surface qui tournent autour de 'axe Oz On va décom-
poser la distribution en spires élémentaires parcourues par un courant dl.
Soit un élément de longueur dl = Rd6. On a une spire de rayon r = Rsin 6
parcourue par un courant dl = jsRd6f avec fs = 0.

On a un mouvement circulaire uniforme : v = rw = Rsin fw. On a donc

dl = (ov) Rdf = ¢ (R sin 6w) RdA = o R*w sin 6d6

D'aprés la premiére question, le champ créé par une spire parcourue par un
courant dl est :

_ dl - oR?w sin 6d6 .
dB = Ho sin 300, = Ho ( - ) sin 30,
2r 2Rsin 6
_ powR

sin 30d,

us

i 4
Il reste a intégrer 6 entre 0 et 7. D'aprés 'énoncé, / sin 30df = 3 On a

0
donc :

woowR4  2pgowR

B, = — =
2 3 3

On obtient finalement :

- 2 R.

B — %Uz

3. La spire parcourue par un courant dl a un moment magnétique élémen-
taire :

dM = Sd1 T, = (7r2) (oRw sin 6d6) G,

= (7R? sin *0) (cR?w sin 6d6) G,
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On a donc :
—> N
dM = 7R*ow sin *0dA,
Il reste a intégrer 6 entre 0 et w pour en déduire le moment magnétique :
r 4
M = / 7R ow sin 30d6i, = 7rR4aw§ljz

0=0

On en déduit finalement :

4 ~
WA) = §7TR4awuz

Exercice 9.8 : Courants de Foucault dans un cylindre (PC-PSI)

On place un cylindre conducteur d’axe Oz, de section § = 7R?, de longueur L
et de conductivité 7 dans un champ magnétique extérieur uniforme

B= By cos (wt) Uz. On suppose que le champ magnétique induit est négligeable

devant le champ magnétique extérieur appliqué. On se place dans le cadre de
I’ARQS et on néglige les effets de bord. On donne en coordonnées cylindriques :

- 1 0a d N d daz\ - 1 /o(r d -
i - (LT (g ()t

r o6 0z 0z or r ar
- . = r i 1) . .
1. On admet E = E (r) Ug. Montrer que E (P) = Mua en utilisant

deux méthodes.

2. Exprimer la puissance moyenne dissipée par effet Joule dans le cylindre.

3. Que devient la puissance moyenne dissipée par effet Joule si au lieu d’un seul
conducteur cylindrique, on utilise N conducteurs cylindriques identiques de sec-

tion § = % ? Expliquer I’intérét du feuilletage pour la réalisation des transfor-

mateurs.

Analyse du probléme

Le champ magnétique extérieur dépend du temps. Il va donc créer un champ élec-
trique calculé a partir de I’équation de Maxwell-Faraday. Il va y avoir naissance de
courants induits dans le cylindre conducteur et donc une puissance dissipée par effet
Joule.
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¥

—

- oB
1. L'équation de Maxwell-Faraday rotE = T permet de calculer le champ
électrique :

Méthode 1 :
On utilise le rotationnel en coordonnées cylindriques :

1 (0(rEp)y 9B .
F< o >_—¥_Bowsm(wt)

On peut écrire des dérivées droites car les fonctions ne dépendent que de r.
d (r Ee)

On a donc : = I Bow sin (wt), soit d (r Ep) = r Byw sin (wt) dr.

r2
On intégre : rEy = 780w sin (wt) + Cy,

.. r ) Ci
dou Ey = EBOw sin (wt) + r

Le champ est défini pour r =0, donc C; = 0.

Remarque : On néglige le champ magnétique créé par les courants induits.

%

Méthode 2 :

La deuxiéme méthode consiste a calculer la circulation du champ électrique
et d’appliquer le théoréme de Stokes pour en déduire directement le champ
électrique. On utilise le théoréme de Stokes dans de nombreux domaines de
la physique : théoréme d’Ampére, écoulement rotationnel en mécanique des
fluides (voir exercice sur le cyclone)...

On calcule la circulation de E dans le cylindre sur un cercle de rayon r avec
0<r <Rcar E=E(r)Up.

— = =

jﬁéif:fE(r)ag-rdeag:E(r)zm:f otE - d8
r S

r

avec S une surface qui s'appuie sur le contour I et orientée par la régle de
la main droite suivant Us.

IB
Onadonc: E(r)2ar = //_E . %: (Byw sin (wt))wrz, d'ol :
S

r
Ey = 3 Bow sin (wt)

2. La puissance volumique dissipée par effet Joule est :

dPJ 2 =2 2 r . 2
O | -E=1E —'Y(EBOWSIH (wt))
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On a donc :
r 2
dP; = 7(5 Byw sin (wt)) drrdodz

On intégre sur tout le cylindre : r varie entre 0 et R, Zentre 0O et L et 0
entre 0 et 2.
On obtient :

P; = ’yE (Bow sin (wt))~ 2wl

La moyenne temporelle est :

(Py) = R48§ .

2
27 L—i L 2nf)? (SO)
16 16 T

1
puisque la moyenne de sin 2 (wt) sur une période vaut 3

2

On a donc :
BZ
(Py) = 74—°wa253
B2
3. 0n pose K = 1 —LrLf?, soit (Py) = K.

Si au lieu d’un seul conducteur, on utilise N conducteurs cylindriques de sec-
tion §), la puissance dissipée par effet Joule est :

(P3) = N (K()?)

puisque la puissance totale est la somme des puissances moyennes dissipées
dans chacun des conducteurs.

Comme §) = % ona:

P=n (i) =22

La puissance est divisée par N, d'ot lintérét du feuilletage pour la réalisa-
tion des transformateurs.

On représente sur le schéma ci-dessous quelques cylindres de surface S,.

. z
section Sy

17O\
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Exercice 9.9 : Cylindre, courants induits et ARQS (PC-PSI)*

On place un cylindre conducteur d’axe Oz, de section § = 7R?, de longueur L
(L > R) et de conductivité v dans un champ magnétique extérieur uniforme

B= By cos (wt) Uz. On suppose que le champ magnétique induit est négligeable

devant le champ magnétique extérieur appliqué. On se place dans le cadre de

I’ARQS et on néglige les effets de bord. On donne en coordonnées cylindriques :

- 1da; day) o daz\ . 1 /0(ray) oda ) .
t@=(-——-—|0u — —— | Ug+ — ——|u

rot (&) ( )r+<az 8r>9+r< ar a0 ) °

1. Montrer que le champ électrique se met sous la forme E=E (r) Ug.

-~ rwBysin (wt) .
2. On a vu dans ’exercice précédent que E = %ua. Calculer par

trois méthodes le champ magnétique induit et montrer par une des trois méthodes
que le champ magnétique induit est nul pour r = R.

3. Donner une condition pour que le champ magnétique induit soit négligeable
devant By.

Analyse du probléme

Cet exercice est la suite de 1’exercice précédent. L’étude des symétries est assez
délicate car le dispositif créant le champ extérieur n’est pas précisé dans 1’énoncé et
la cause du champ électrique est un courant dépendant du temps.

%

1. Le champ extérieur est B = By cos (wt) Uy. L'énoncé ne précise pas le
dispositif qui crée le champ magnétique extérieur. Il peut étre créé par

exemple par un solénoide infini parcouru par un courant | (t) d'axe Oz
Le champ magnétique créé par le solénoide est alors :

B = ponl ()T
On peut lidentifier au champ :
B = By cos (wt)

Comme le champ magnétique dépend du temps, il va créer un champ élec-

trique.

Leqplan P = (M,l,Uy) est un plan de symétrie du courant | (t) donc
E(M) e P.

Le plan Q = (M,Uy,0,) est un plan d’antisymétrie du courant | (t) donc
E(M)LQ.

La distribution de courants circulant dans le solénoide est invariante par

rotation d'angle 6 et par translation d'axe Oz Les coordonnées de E ne
dépendent pas de r et de 6.
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Bilan : E = E (r) Ug.

Remarque : on vérifie que B est colinéaire a U, puisque B (M) LP.

On a vu dans I’exercice précédent comment calculer le champ électrique par deux
méthodes.

Cours: Approximation desrégimes quasi-stationnaires (ARQS)

L’approximation des régimes quasi-stationnaires consiste a négliger les phénomeénes de pro-
pagation : il faut étudier les phénomenes physiques a des distances des sources tres infé-
rieures a la longueur d’onde dans la vide.

On peut montrer que les équations de Maxwell s’écrivent :

WwE=2
divB=0 _
- 0B
rot = ——

ot

On peut donc appliquer le théoréme de Gauss et le théoréme d’ Ampeére.

On a les mémes équations qu’en régime indépendant du temps sauf pour le champ
électrique:

Le champ électrique n’est pas a circulation conservative contrairement a ce qui se passe en
régime stationnaire (voir chapitre sur 1’induction).

2. On se place dans le cadre de UARQS. Le champ électrique crée un courant

z@ de conduction, noté finduit :

Tinduit = ’YE =~E (r) Uy

Tout se passe comme si on avait des spires d’axe Oz parcourues par un cou-

rant.

e Le plan P = (M,{y,Uy) source du champ magnétique induit L5;i est un
plan de symétrie, donc Bi (M) LP et Bi (M) //Us.

e |a distribution de courants source de I§i est invariante par rotation
d’angle @ et par translation d'axe Oz

e Bilan: B = B; (1) Uy

Il y a trois méthodes pour calculer le champ magnétique induit I§i :
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Dans le cadre de I’ARQS, le calcul du champ magnétique induit se fait a partir de

I’équation de Maxwell-Ampere : rot B = o Tinduib

Méthode 1 :

L'équation de Maxwell-Ampére s'écrit : r_o>tl§i = lo finduit = ,uofylg.

On adonc: — o = oY sin (wt).
Comme le champ B;j ne dépend que de r, on peut séparer les variables :
Bor
dBi = —pg7—2 sin (wt) dr
2

Lintégration donne : Bj = —pyy d sin (wt) + C;.

On va démontrer avec la méthode 3 que : B (r = R) = 0. On a donc :

By R2w

Bi(r =R =0=—u

sin (wt) + C4

On en déduit que :

Bo(r* — R)w

1 sin (wt)

Bi (r) = —pyy
Méthode 2 :
On applique le théoréeme d’Ampére a un rectangle de largeur dr et de hau-
teur h.

—>
T

————
r+dr

Bi(r+dr)h—-Bi(r)h= —//uofmduit a8 = —pyyEdrh
S

car dr est un infiniment petit.
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On a donc :

dB;
—dr = — Edr
dr KoY

r
dB; = —MOVE Bow sin (wt) dr

On retrouve le méme calcul qu'avec la méthode 1.

Méthode 3 :

On considére qu'on a une superposition de solénoides infinis puisqu’on
néglige les effets de bord. Le champ créé par un solénoide infini parcouru
par des courants surfaciques est : 11 jsUsz.

Il faut passer de l'approximation surfacique a lapproximation volumique :

jsdZ = jinduiedr dz

Borw

On a donc : dB;j = g Jinduitdr = poyEdr = gy sin (wt) dr.

On intégre entre r et R pour calculer la somme de toutes les contributions.
En effet, les solénoides situés entre 0 et r créent a U'extérieur un champ nul.
On obtient :

By (r2 — Rz) w

i t
) sin (wt)

Bi (1) = —f1g7y

Remarque: On démontre par cette méthode que le champ magnétique induit est nul
pour r = R.

¥

3. Pour que le module de éi reste inférieur a By, il faut que

By R?

Lo Yw <« By puisque le champ magnétique induit est maximal pour

r = 0. On doit avoir :

2
R«
oW

On a vu dans lexercice sur leffet de peau que l'épaisseur de peau est

2
0= .
Ho YW

On doit donc avoir :

R < 26
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Exercice 10.1 : Rail de Laplace (PC-PSI)

192

On considere une tige métallique de longueur £ = | J pouvant se déplacer sur
I’axe OX. Elle glisse sans frottement sur des rails €lectriques. Le dispositif est
placé dans un champ magnétique constant B = BUi,. Le générateur de tension
deélivre une tension constante U. La résistance totale du circuit est notée R et ne
dépend pas de la position sur les rails. La tige est immobile a t = 0. On néglige
les phénomenes d’autoinduction.

1. Déterminer la vitesse de la tige et I’intensité du courant électrique circulant
dans le circuit en fonction du temps.

2. Effectuer un bilan de puissance.

3. Montrer que le couplage ¢électromécanique est parfait.

1

1,
zo g

e

/
oot
®

Analyse du probléme

Le générateur de tension U créé un courant électrique. La tige métallique est par-
courue par un courant et placée dans un champ magnétique stationnaire. Elle subit
donc une force de Laplace qui la met en mouvement. On a alors une variation du
flux magnétique. C’est un phénomeéne d’induction de Lorentz avec apparition d’une
fem d’induction. La loi de Lenz est une loi de modération : les effets de ’induc-
tion s’opposent aux causes qui lui ont donné naissance.

On néglige le champ magnétique induit devant le champ magnétique extérieur. Pour
en tenir compte, il faudrait rajouter 1’inductance propre L du circuit que I’on négli-
ge dans I’exercice.
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Cours : Un phénomeéne d’induction apparait lorsqu’il y a une variation du flux du
champ magnétique.

Loi de Faraday et équations de Maxwell

Sauf indication contraire, on se placera dans la cadre de I’ARQS pour les exercices d’in-
duction en I’absence d’accumulation de charges.

Les équations de Maxwell s’écrivent alors :

divE="2
divB=0 _
- 0B
rotE = ——
~at
rotB =y ]
Le champ électrique est :
> dA
E = —gradv — 2
ot
. do o .
La loi de Faraday e = —q est la forme intégrée de la relation de Maxwell-Faraday
- 9B
rotE = ——.
ot

Etude des conducteur s filiformes

Il faut d’abord orienter le conducteur (éventuellement les conducteurs s’il y a plusieurs
noeuds).

Pour tenir compte du phénomeéne d’induction, on rajoute pour chaque conducteur une force
électromotrice d’'induction e en convention générateur.

On note @ le flux du champ magnétique a travers le conducteur. La force électromotrice se
calcule avec la loi de Faraday :

do
dt

On va étudier d’autres possibilités pour calculer la fem d’induction.
On redessine alors le schéma électrique équivalent en ayant rajouté pour chaque conducteur
la fem d’induction en convention générateur.

Remarque : Si on étudie des conducteurs volumiques, on utilisera la relation de Maxwell-

Faraday.

On rencontre deux cas dans les exercices :

¢ Induction de Lorentz : Le champ magnétique ne dépend pas du temps (on dit qu’il est sta-
tionnaire) et le circuit est mobile.

 Induction de Neumann : Le champ magnétique dépend du temps et le circuit est fixe.

a) Induction de Lorentz

Le calcul de la fem d’induction peut se faire par deux méthodes. On utilisera la méthode la
plus simple dans les exercices.
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* Méhode 1 : Le champ électromoteur est :
Em=veAB
en notant ve la vitesse d’entrainement du conducteur. La fem d’induction est :

e:yﬁémﬁ

en faisant attention que dl est orienté dans le méme sens que le circuit. I1 faut faire le tour
du circuit.

Interpréter qualitativement le signe de € en utilisant la régle de la main droite et

Iorientation de dI .

* Méthode 2 : On calcule le flux du champ magnétique & travers une surface :

D = // B - dS. La loi de Faraday s’écrit :
S

_de
dt

b) Induction de Neumann

Le calcul de la fem d’induction peut se faire par deux méthodes. On utilisera la méthode la
plus simple dans les exercices.

+ Méthode 1 : On calcule le flux du champ magnétique ® = [f B - d3 avec S une surfa-
S

ce qui s’appuie sur le contour orienté. On calcule le fem avec la loi de Faraday :

_ do
Cdt
» Méthode 2 : Le champ électromoteur est :
B, IA
Em=——
Mt

On oriente ar un vecteur ¢lément de longueur du conducteur dans le méme sens que le
circuit. La fem d’induction est :

e= % Em . H
Interprétation physique
Ne pas oublier d’interpréter physiquement avec la loi de Lenz qui est une loi de modération :

Les effetsde l’induction s opposent aux causes qui lui ont donné naissance.
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1. Equation électrique :
On oriente arbitrairement le circuit.
Comme on a un phénomeéne d'induction, il faut rajouter en série sur le tron-
con | J une force électromotrice dinduction e en convention générateur.
On obtient le schéma électrique :
| R l I

S I 1

I’

L'orientation du circuit sert  I"orientation du vecteur dl utilisé pour calculer la

circulation de Em, a ’orientation du vecteur élément de surface pour le calcul du
flux magnétique et dans 1’expression de la force de Laplace.
Il ne faut pas oublier que € est toujours orienté en convention générateur.

La loi des mailles s'écrit :

U=Ri—e
Il y a deux méthodes pour calculer la fem d'induction e :
e Méthode1:e=¢ Em~dr=f|J Ema’

ET est orienté dans le méme sens que le circuit. Soit 0 un point fixe du cir-
cuit. Le référentiel absolu N = (O; UX,Uy,UZ,t) est galiléen et le référen-

tiel relatif W' = (I : UX,Uy,UZ,t) est non galiléen. La vitesse d’entrainement

de la tige est vly.
Pour la tige, on a :

Em == 1_))e/\ B - UL_jx/\ Bl._jz= —vBay

On en déduit :

J
e:/ —vBUy-dyﬁy=—UB(YJ—YI)
|

e=vB¢
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e Méthode 2 : La loi de Faraday s'écrit :

_do
Codt
t=0 t
i\
dlo
le N S
N @0 T,

Le flux du champ magnétique est défini par :

@:[/é&%

Le vecteur d—é est orienté avec la régle de la main droite dans le sens
de i.
On a donc: ® = —BS.
Sur le schéma, on a représenté la tige at = 0 et a un instant t. On appel-
le x le déplacement de la tige. A un instant t, la surface S vaut
£ (ay+ X). 0n adonc:

do dx

e= 2 _ e _ By
at dt v

& De nombreuses erreurs sont commises avec la circulation du champ électromo-
teur. La circulation est bien positive car En, et dl sont dans le méme sens. I ne

faut pas écrire a = dyiiy et intégrer entre 0 et £ !

Equation mécanique :

%

Bilan des forces sur la tige :

e Poids appliqué au barycentre G.

e Il n'y a pas de frottement. La réaction du rail en | et J est donc ortho-
gonale au déplacement, c'est-a-dire orthogonal & Uy.

e Force de Laplace :

. J R J
F=/iﬁAB=fiwmABm=BWLm=—mwx
| |
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On applique le théoréme de la quantité de mouvement a la tige dans le réfé-

rentiel galiléen %t = (O; Uy, Uy, Uz,t). On projette sur Uy, d'ou
mX = —i¢B

Equations couplées :
On obtient deux équations différentielles couplées :

U=R —e=Ri — Bv/

my = —i{B
G . . mv e s
La deuxiéme équation donne : | = 7B que lon réinjecte dans la premie-
. . mov .
re équation. On a alors : U = _RE — Bw¢, soit
. B2 (B
v+ v=——7-U
mR mR

On définit la constante de temps du circuit :

mR

™= B2

Interprétation physique : On a toujours des signes + dans l'équation
homogeéne quelque soit le signe de B. Cest a tout a fait normal puisque la

loi de Lenz est une loi de modération. Un terme en B au lieu de B? serait

aberrant.
La solution de l'équation différentielle est :

—t U
v = Aexp (—) ~Be
-
U

D'aprés l'énoncé, v =0 pourt =0.0nadonc:0=A— Bl

On obtient finalement :

< (n(3)

Comme U = Ri — Bv#, on en déduit lintensité i :

_U Bt _U BLU () U
"R" R R RBC P\ T)) T REP

)
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Remarque
On peut également en déduire 1’intensité a partir de la relation :

%

mv
{B

. U . .. . .
Lintensité 1 vaut R at =0, ce qui est prévisible puisque la fem d’induc-

tion est nulle a t = 0. Lintensité décroit et tend vers 0 ce qui est confor-
me a la loi de Lenz qui est une loi de modération. La cause de linduction
est la tension U qui créé un courant. Leffet de linduction est de créer une
fem e qui annule la tension U et on n’a plus de courant dans le circuit.

2. Pour faire apparaitre des termes de puissance, on multiplie la loi des
mailles par lintensité i et le théoréme de la quantité de mouvement par la
vitesse v.

On obtient alors :

Ui = Ri? — e = Ri? — Budi

d .
md—:v = —i{Bv

D'oll en éliminant le terme de couplage :

d /1
Ui = RiZ+ — [ =mv?
+dt(z ”)

La puissance fournie par le générateur sert a dissiper de la puissance dans
la résistance et a faire varier 'énergie cinétique de la tige.

3. La puissance de la force de Laplace est :
Prcea = - 9 = —i€Biiy - vlix = —i£Bv
La puissance de la fem d'induction est :
Piec = €6 = Budi

On en déduit que :
Pméca + Pélec =0

Cette relation caractérise le couplage électromécanique parfait que l'on peut
généraliser dans le cas d'un circuit mobile dans un champ magnétique per-
manent.

Piec = € = Buli représente algébriquement la puissance fournie par le
fem dinduction puisqu’on est en convention générateur. Ici Pse. est néga-
tif. La fem d'induction recgoit donc de Uénergie du circuit électrique. Cette
puissance recue du circuit électrique est donc intégralement transmise a la
force de Laplace.
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Exercice 10.2 : Roue de Barlow (PC-PSI)

On considére une roue de Barlow constituée d’un disque homogene de centre O,
de rayon a et de moment d’inertie J par rapport a son axe horizontal. La liaison
pivot est supposée parfaite. On relie la roue a un circuit électrique aux points O et
|. La résistance totale du circuit est notée R. Le dispositif est placé dans un champ

magnétique constant B= BU. On néglige les phénoménes d’autoinduction.
At =0, la vitesse angulaire de la roue est wy.

1. Déterminer la vitesse angulaire w et I’intensité i en fonction du temps.

2. Effectuer un bilan de puissance.

3. Montrer que le couplage électromécanique est parfait.

)
/ ‘ ZO
y
R ‘
a4 I

/

mercure

Analyse du probleme

La roue est lancée a la vitesse angulaire wy a t = 0. On a un circuit mobile placé
dans un champ magnétique stationnaire. On a un phénomeéne d’induction de
Lorentz avec apparition d’une forme électromotrice d’induction. Les effets de 1’in-
duction s’opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi de Lenz). La cause
est la mise en rotation de la roue. On va donc observer un ralentissement de la roue.
On peut prévoir qu’au bout d’un certain temps, la roue va finir par s’arréter.

On utilisera le champ électromoteur Em —3AB pour calculer la force électromo-
trice d’induction. Le calcul est beaucoup plus facile qu’avec la loi de Faraday.

1. Equation électrique :

%

L'orientation du circuit est déja imposée par le sens du courant.

On néglige linductance propre du circuit d’aprés 'énoncé. Pour tenir comp-
te de l'induction, on rajoute la force électromotrice d'induction € en conven-
tion générateur en série sur la partie Ol.

Remarque : On admet que lintensité est entiérement concentrée le long du
rayon Ol. Si on tient compte de la répartition sur la surface de la roue, on
peut montrer que L'on obtient le méme résultat.

La force électromotrice d'induction est :

e:/oI <17/\I§)~EI)

La vitesse d’entrainement d’un point du segment est XwUy.
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On utilise la formule du mouvement circulaire : rwy.

¥

Pour décrire le segment, X varie de 0 a a. Le déplacement élémentaire est :
dxUy.
On a alors :

a

2

a

e:/wadx: Bw7
0

On obtient le circuit électrique équivalent :

i R
0 «—{1
| O
I
L'équation électrique s'écrit :
2
. a
e=Ri = Bw—
2

Equation mécanique :

On va appliquer le théoréme de moment cinétique en projection sur l'axe Oz
pour le disque en rotation autour d'un axe fixe Oz dans le référentiel lié au
laboratoire %t = (O; Uy, Uy, Uz,t) galiléen.

Bilan des actions extérieures :

® Le moment de l'action de liaison pivot est nul puisque la liaison pivot est
parfaite.

e les forces de pesanteur sont équivalentes pour un solide a une force
unique appliquée en G. Le moment est nul car G est confondu avec le
point O.

e Pour calculer le moment des forces de Laplace, on considére un élément

Hf de circuit orienté par le courant i. Le moment élémentaire de la force
de Laplace est :

d_)F:m/\d?:O_I\/I>/\(igr/\l§):xUX/\(ideX/\BUZ)
= —i Bxdx,

Il reste a intégrer entre 0 et a (dans le sens de i) :
a

. . a_
?:—/IBXdXUz:—IB?UZ
0
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Remarque : On peut remarquer que la résultante des forces de Laplace est équiva-
lente a une force unique appliquée au milieu de [O|I ] puisque les forces de Laplace
sont réparties uniformément sur le segment [Ol .

¥

Le théoréme du moment cinétique s'écrit en projection sur Oz :

On obtient en remplacant le courant dans l'‘équation mécanique :

dw n BZa*
dt 4RJ

w=0

On pose :
4RJ

T~ B2ad

Interprétation physique : Plus J est grand, plus linertie du systéme est
grande. Plus B est grand, plus le systéme réagit rapidement. C'est tout fait

a fait normal d’avoir un terme en B? puisque le fait de changer B en —B
ne va pas faire diverger le systéme ! La loi de Lenz est une loi de modéra-
tion. Plus R est grand, plus la constante de temps est grande.

La résolution de 'équation différentielle donne :

w(t) = Aexp (—;)

At=0, w=wy. Onadonc:

w (t) = wo exp (—E>
-
2

. a
Comme Ri = Bw?, on en déduit :

i ) Ba2w0 o t
= X —_——
2R P T
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Au bout de quelques T, lintensité tend vers zéro et la vitesse angulaire s'an-
nule. C'est bien conforme a loi de Lenz qui est une loi de modération. La
cause de linduction est le mouvement de la roue. L'effet du courant est de
créer un couple qui va s‘opposer au mouvement de la roue.

2. Pour faire apparaitre des termes de puissance, on multiplie la loi des
mailles par i et le théoréme du moment cinétique par w.

On obtient :
. a2 .
e = Bw7| = Ri?
d d(1Ju? _a?
J—ww = M =—IB—w
dt dt 2

On a donc en éliminant le terme de couplage :

4(19:7)

Ri?
dt

'énergie cinétique perdue par la tige est recue par la résistance (cette éner-
gie est en fait dissipée sous forme d'effet Joule).

3. La puissance de la force de Laplace est :

2
Pn¢ca = Tw = —-iB—w
2
La puissance de la fem d'induction est :
2
. a“.
Pilec = €8 = Bwil

On en déduit que :
Pméca + Pélec =0

Cette relation caractérise le couplage électromécanique parfait que l'on peut
généraliser dans le cas d'un circuit mobile dans un champ magnétique per-
manent.
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Exercice 10.3 : Haut Parleur (PC-PSI)

On considere un haut-parleur constitué d’un aimant permanent créant un champ
magnétique stationnaire radial, d’'une membrane solidaire d’une bobine soumise
a une tension U(t). La bobine est caractérisée par £ la longueur totale de fil, R la
résistance et L ’inductance propre. On appelle m la masse du dispositif mobile.
I1 est relié au bati par un ressort de constante de raideur k. On appelle X le dépla-
cement du dispositif mobile par rapport a la position d’équilibre et on néglige les
frottements solides. Lors de son déplacement dans I’air, la membrane crée une
onde acoustique et subit une force de frottement fluide —\v.

1. Déterminer les deux équations différentielles reliant u(t),i(t) et v(t).

2. Effectuer un bilan de puissance.

3. Montrer que le couplage ¢électromécanique est parfait.

4. La tension u(t) est de la forme u (t) = Uy, cos (wt). On se place en régime
sinusoidal forcé. Exprimer I’impédance du haut-parleur sous la forme
Z=R+ jLw+ Z,, dans laquelle Z,,, dépend de B,¢,\,m,k et w.

Analyse du probléme

On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique stationnaire. On a un phé-
nomeéne d’induction de Lorentz avec apparition d’une forme électromotrice d’in-
duction. Les effets de I’induction s’opposent aux causes qui lui ont donné naissan-
ce (loi de Lenz).

On utilisera le champ électromoteur Em —3AB pour calculer la force électromo-
trice d’induction. Le calcul est beaucoup plus facile qu’avec la loi de Faraday.

1. On considére la base (Uy,Ug,Uy) orthonormée directe. Le champ magné-
tique est B = Bj;.

%

Equation électrique :
Le champ électromoteur de Lorentz est :
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On note a le rayon d'une spire. La circulation du champ électromoteur sur
une spire est :

—2m
/ XBU@ - (adh) l._je = —27waxB
=0

tation du courant.

& Attention aux erreurs de signes. Il faut intégrer entre 0 et —27 a cause de I’orien-

%

Il reste a multiplier par N le nombre de spires pour en déduire la force élec-
tromotrice dinduction. D'aprés ['énoncé, on a £ = N27a.
On obtient :

e=—xB¢

Pour tenir compte de linduction, on rajoute la force électromotrice dinduc-
tion e en convention générateur. Le schéma électrique équivalent est :

R i L
T

! of

La loi des mailles s'écrit :

. di . di .
ul)=Ri +L&—e= Ri +LE+XBE
Equation mécanique :

Le systéme étudié est la masse M. Le référentiel terrestre
% = (O; U, y, 0z t) est galiléen.

Bilan des forces :

® Force de Laplace élémentaire :

df =idl A B =iadd iy A Bil, = —iaBdoily
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On intégre entre 0 et —27 pour déterminer la force de Laplace qui s'exer-
ce sur une spire :

On en déduit la force de Laplace qui s'exerce sur les N spires :

-

® Force exercée par le ressort : fressort = —k (L — Lo) Uy = —kxdy.
La longueur a l'équilibre est égale a la longueur a vide L. Lallongement
du ressort est X.

e Force de frottement fluide : fror = —AXUx

On applique le théoréme de la quantité de mouvement en projection sur Uy :

mX = —kx — AX+i¢B

2. Pour effectuer un bilan de puissance, on multiplie l'équation électrique
par i et l'équation mécanique par v :

di
Ui = Ri? + Li— + Bevi
+ at + v

mxv = —kxv — \v? +i¢Bv

En faisant la différence des équations, on a :
o di ,
ui = Ri +L|a+mxv+kXU+)\v
Soit :

cood 1, 1, 1, 2 2
=—|(-m —k —L A Ri
ul dt<2 v+2X+2I + Av” + R

La puissance fournie par le générateur sert a faire varier I'énergie magné-
tique de la bobine et ['énergie mécanique du dispositif mobile, a dissiper de
la puissance dans la résistance et par la force de frottement.

Le terme Av? est la grandeur utile pour le haut-parleur puisqu’elle créé une
onde acoustique.

3. La puissance de la force de Laplace est :
FLU = iKBU
La puissance de la fem d’induction est :

e = —vB/i
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On en déduit que :
Pméca + Pélec =0
Cette relation caractérise le couplage électromécanique parfait que lon peut

généraliser dans le cas d’un circuit mobile dans un champ magnétique permanent.

4. On utilise les amplitudes complexes :

u(t) =Umpncos (wt) i (t) = Iy cos (wt + @)
U =Un L =1Imexp(jo)

Les équations électrique et mécanique s'écrivent :

et‘

U=RIl+jLwl +VB¢
. \Y
mjwV = —k— — AV + (B
jw

. k
De la deuxiéme équation, ona: V ()\ + jmw + J_) = | B¢, soit :
w

B
_)\—i-jmw—l-j%

En réinjectant dans la premiére équation, on a :

: B2¢?
U={R+jlw+ ——F 1L
A+me+j—w

On pose :
; - ;e + ;a,m

Limpédance du haut-parleur est 'association série de deux impédances :
e Impédance électrique : Z,= R+ jLw

* Impédance acoustico-mécanique ou impédance motionnelle : Z, .

'admittance motionnelle est :
v, — A N jmw N k .
M Zam B2 BX2 T jwB2? Ry jLmw

On a alors le schéma électrique équivalent :

R I
— T

] O Enf

Le comportement électrique du haut-parleur dépend donc de la fréquence. Dans
la pratique, on utilise plusieurs haut-parleurs suivant les gammes de fréquence.
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Exercice 10.4 : Moteur asynchrone (PC-PSI)

Une bobine plate fermée sur elle méme, de surface totale S, de résistance R et
d’inductance L est mobile autour d’un axe A. Elle est placée dans un champ
magnétique uniforme, de module constant B, tournant autour du méme axe a la
vitesse angulaire constante wy. La bobine est solidaire d’un volant de grand
moment d’inertie régularisant sa vitesse angulaire w. On suppose qu’un régime
permanent est atteint pour lequel la bobine tourne a une vitesse angulaire
constante avec un retard de phase initial ¢ sur le champ tournant. On pose
Q=wy— w.

so]

SL

wot+¢

wt

1. Déterminer le courant i (t) dans la bobine aprés amortissement du régime tran-
sitoire en précisant sa valeur efficace et son retard de phase ¢ sur la force élec-
tromotrice d’induction.

2. Donner les expressions du couple instantané I" et du couple moyen C agissant
sur la bobine. Etudier les variations de C en fonction de w. Calculer sa valeur Cy
pour w = 0, sa valeur maximale Cp, et la valeur wm, correspondante. Dans quelles
conditions a-t-on un fonctionnement moteur ?

3. Dans quelles conditions le fonctionnement moteur est-il stable ? Le moteur
peut-il démarrer seul ?

Analyse du probleme

On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique dépendant du temps. On a
un phénomene d’induction avec apparition d’une forme ¢électromotrice d’induction.
Les effets de I’induction s’opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi de
Lenz). On utilise la loi de Faraday pour calculer la fem d’induction. Cette méthode

est a privilégier dans le cas d’une spire en rotation.
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ZQ 1. L'angle entre le vecteur normal a la bobine et le champ magnétique vaut :

<ﬁ,|§> = wot + ¢ — wt
On a un phénomeéne d‘induction avec un circuit mobile et un champ magné-
tique dépendant du temps. La force électromotrice dinduction s'écrit :

do
dt

Le flux du champ magnétique est :

®=B-S=BScos (wop —w)t+¢)

Remarque: La bobine de rayon R est constituée de N spires. La surface totale vaut
alors :

S= N7rR?

2 Q Do

€= (wp —w)BSsin ((wyg —w)t + ¢) = BS2 sin (Qt + ¢)

L'équation électrique s’obtient avec le schéma électrique équivalent en
rajoutant la fem dinduction en convention générateur.

R i L
— 7 ’m\
eT
La loi des mailles s'écrit :
di
e=Ri +L—
+ dt

On travaille en régime sinusoidal forcé. On utilise la notation complexe, ce
qui revient a remplacer sin () par exp (j ().
D'aprés L'énoncé, on appelle 1 le retard de phase de i sur €. On a donc :

I (t) = Imsin (Qt + ¢ — 1))
i=Imexp(j(Q2t+¢—1))
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En notation complexe, la loi des mailles s'écrit :

(R4 JLQ)i = BSQexp (j (Rt +¢))

Dol :
= _° (J (Qt+¢))
T R+jLQ exp
On en déduit que :
. BSQ
il = tn= e
R2+L2$22
arg(i) =Q+¢—1=Q+¢—arg(R+jLQ)
soit :
1 =arg(R+ jLQ)
On a donc :

| R L S R .
=—;tany=—etcosy = ——= >
" VR R VR 422

T . .
Interprétation physique : Langle ¢ est compris entre 0 et > I est toujours

en retard de phase sur €. C'est normal, puisqu’on a un circuit inductif.

2. Le moment des forces de Laplace est : I'=M A B.
" est colinéaire & U,. On écrit par la suite : ' = I'ly.

@ 11 faut utiliser la notation réelle car on a le produit de deux fonctions sinusoidales.

%

' = MBsin ((wot 4+ ¢) — wt) avec M =i S.
On a alors :

' =iSBsin ((wot + ¢) — wt)

= BSsin (Qt + ¢) 5 sin (Qt + ¢ — 1)

BSQ
VR 4+ L2Q
1
Or sina sinb = 3 (—cos (a4 b) + cos (a—Db)). On a donc :

B2S*Q
1" I

= m {— ({0} (2Qt +2(Z5 — '(/1) <+ cos (’l/))}
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La valeur moyenne du couple vaut donc :

<l"> — ﬂ cos (77[))
/R L2

R
On a vu que cos ) = ————. D'oli :
/R2 + L2Q2
B’S’QR
C=()=

2 (R + L2Q2)

On a un couple moteur si 2 > 0, cest-a-dire wy > w.
Pour étudier la courbe de C en fonction de w, il faut calculer la dérivée de

C par rapport a w. On pose :

wp — w
fw = L2 (wo—w)?
1+ TR

La dérivée de f par rapport a w est nulle si et seulement si :

L2 (wy — w)? —2L2
|+ ) @ | @—w ) =0
L2 (wy — w)? 212 L2
©1+%:(wo—w)zﬁé(wo—w)zﬁ:1

R
@w—wozit

La valeur minimale est obtenue pour w = wy + T La valeur maximale est

R
obtenue pour w = wy — T La valeur maximale du couple est :

Cm_ 8252 % _ BZsZE
R\2
2R 14 LZ(RE) 2R 2
Dot :
B2S?
Cn =
Mo
B2  wy
SSw—0, C= — = Co.
2R
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On en déduit la courbe représentant f en fonction de w.

f wo— 7

wo

/ .

600 800 1000 1200 1400 1600

200 400

—20

i40,

WQ—FIE

Remarque : Ne pas tenir compte des échelles du graphe ci-dessus. Il représente sim-
plement ’allure des courbes.

%

Interprétation physique

On a un fonctionnement moteur si 0 < w < wy.

La vitesse de rotation du rotor (bobine) est inférieure a celle du champ tour-
nant.

En régime permanent, on a en moyenne :

0=(T")+ (')

soit 0 = C 4 C; en appelant C; le couple moyen résistant avec C; < 0.

3. Supposons qu'a cause d’'une perturbation, |C;| augmente, la bobine est
freinée, donc w diminue.
D'aprés la courbe :

R
e Siwy— m < w < wy, C augmente, ce qui a pour effet d'augmenter la
vitesse angulaire de la bobine. L'équilibre est donc stable.
R
e Si0<w<wy— T C diminue, ce qui a pour effet de diminuer la vites-

se angulaire de la bobine. Léquilibre est donc instable.

Le moteur asynchrone peut démarrer seul a condition que le couple de frot-
tement en valeur absolue soit inférieur a Cy. Les T.G.V. Eurostar et Thalys
sont équipés de moteurs asynchrones.
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Exercice 10.5 : Alternateur d’'une éolienne (PC-PSI)

212

Le disque éolien entraine, par un systéme de démultiplication, une bobine plate
en rotation autour de 1’axe Oz La bobine a une résistance r, une inductance L et
elle est fermée sur une résistance Ry. On pose R=r + Ry. Elle comporte N

spires de surface S et se déplace dans un champ magnétique constant B = Bilx.

Y

7

»®

7 wt >B

1. L’éolienne tourne a vitesse angulaire constante w. En régime sinusoidal forcé,
I’intensité i est de la forme : i (t) = |y, cos (wt + ¢). Déterminer Iy et ¢.

2. Quelle est la valeur moyenne du moment I des forces de Laplace subi par la
bobine ?

3. Le moteur éolien a une puissance moyenne P. Représenter, sur un méme dia-

gramme, le moment H T ” du couple moteur et ”(f‘/ > , en fonction de w.

4. At = 0, la vitesse angulaire est nulle et on débloque 1’éolienne. Analyser qua-
litativement le régime transitoire. Déterminer la vitesse angulaire wy en régime
permanent et montrer que P doit rester inférieure a une puissance critique notée
Pc. Ce régime est-il stable ?

Analyse du probléme

On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique constant. On a un phéno-
méne d’induction de Lorentz avec apparition d’une forme ¢lectromotrice d’induc-
tion. Les effets de I’induction s’opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi
de Lenz).

Il y a deux méthodes pour calculer la fem : utilisation du champ électromoteur ou
la loi de Faraday. Ici, c’est beaucoup plus simple d’utiliser la loi de Faraday.

1. L'équation électrique s'obtient avec le schéma électrique équivalent en

2” rajoutant la fem d'induction en convention générateur.
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La loi de Faraday s'écrit :

_do
T dt

Le flux du champ magnétique a travers les N spires est :

> —> T .
@ = N//B-dS:NBSCOS (wt+§)=—NBssm (wt)
S

-

ﬁ
car la surface est orientée avec la régle de la main droite : dS = dSn.
La fem vaut donc :

e = NsBwcos (wt)

La loi des mailles s'écrit :

. di
e=R +L—
+ dt

i = Imcos (wt+ @) o
I=1Imexp(] (wt+9))

En notation complexe, ona:e= Ri + jLwi, dol :

e = NsBw cos (wt)

tle= NsBwexp (j (wt))

avec

P e ~ NsBwexp (j (wt))
" R+jLw R+ jLw
||_‘ — Im — NsBw
On en déduit : A/ RE4L2w?

arg (i) = wt + ¢ = wt —arg(R+ jLw)

Dol :
7NSBW tan ¢ Lo et cos ¢ 7R 0
= ; = —— = >
" VR L2 R JRZ F+ L202

™
est donc compris entre —— et 0.
¢ p >

2. Le moment magnétique de la bobine est M = NI sf.
Le moment du couple subi par la bobine est : ' = M A B = NIsi A By

— sin (wt)
avec i = | cos (wt) en projection sur (Uy,Uy,Uz). On a donc :
0
. —sin (wt) B 0
I"=NIsB| cos (wt) A0 =10
0 0 —NIsBcos (wt)
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D'od :
I = —NImsB cos (wt + ¢) cos (wt) b,
Or cosacosb = %(cos (a+b)+ cos (a—h)).

On a donc :

. NImsB
M= ——"
2

La moyenne du moment du couple est :

[cos (2wt + @) + cos @] Uy

- NInsB _
(F/>=— r2n cos ¢ Uy

La projection du moment du couple est négative. C'est normal d'apres la loi
de Lenz qui est une loi de modération. La création d’'un courant induit s'op-

pose par ses effets aux causes qui lui donnent naissance. La cause est la
rotation de la bobine.

3. Soit P la puissance du couple moteur. On a : P = I'w. La puissance est
constante, donc

P
r=—
w

On a vu que :

_ NlusB  NsB( NsBw R
)=~ 2 S0 =7 VRt 22 ) \VRZ + L212

Dot

Ly —NSBRw
( >_ 2 R2+L2(.U2

Le graphe ci-dessous représente l'allure de I et de |(F’)} en fonction de w.
Le point de fonctionnement est lintersection des deux courbes.

1,2,
.
|
0,8 |
T
0,6—\/
41|
041 ()|
0,2\ /
0 wo 2 i 6 8 10
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Remarque: Ne pas tenir compte des échelles du graphe ci-dessus. Il représente sim-
plement ’allure des courbes.

¥

4. At =0, on débloque l'éolienne. La vitesse angulaire w augmente car

dw
JE =T +TI" > 0, le couple de frottement augmente et le couple moteur

diminue. On atteint un régime permanent pour w = wy. Le théoréme du
moment cinétique s'écrit alors :

dw
J—=0=T+T
dt +

On doit avoir : |<F’>| =T, soit :

P NB°R  w

wo 2 R2 4+ szg

Dot 2P (R? + L%w) = N*s’B*Ruw;. On a alors :

N2s? B2 Ruw?
R2 L2 2 — 0
+ Lwy 72}3
Soit :
S
N2522PB2R N L2
N2s2B2R
Pour que wp soit défini, il faut que —p L2 >0, Cest-a-dire
N2s2B2R L2 soit P N2s2B%R 0
——— > L7, soi < ———. 0n pose :
2P 212 P
N2s2B2R
Pc _
212
On doit donc avoir :
P < PC

Si la vitesse angulaire augmente légérement, le couple moteur est inférieur
au couple résistant en norme. On a donc un ralentissement de la bobine. Le
régime est donc stable.
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Exercice 10.6 : Energie magnétique du cable coaxial (PC-PSI)

On considere un cable coaxial formé d’un conducteur cylindrique plein, de rayon
R, de longueur h, d’axe Oz entouré d’un conducteur cylindrique creux, de
rayon intérieur R, et d’épaisseur €. Le conducteur intérieur est parcouru par un

courant volumique j; = j;U; et le conducteur extérieur est parcouru par un cou-

rant volumique fz = joUz. On note | I’intensité du courant électrique permanent
dans le conducteur intérieur. On néglige les effets de bord et la part de I’énergie
magnétique emmagasinée dans I’ame (région r < R;) et celle localisée dans la
gaine (région Ry <r < R, + e) du cable coaxial.

1. Déterminer le champ magnétique en tout point M (r,0,z) de 1’espace en fonc-
tionde |,R;,Ry,eetr.

2. Déterminer 1’énergie magnétique emmagasinée et en déduire 1’inductance
propre du cable coaxial en fonction de h,R;,R; et e.

Analyse du probléme

On utilise les symétries et invariances pour déterminer la structure du champ
magnétique. Le théoréme d’ Ampere permet de calculer le champ magnétique dans
tout I’espace. Le calcul de 1’énergie magnétique permet d’en déduire 1’inductance
propre du cable coaxial.
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i,
— ug
M i,
UPEEY & EE R

e Le plan P = (M,,Uy) est un plan de symétrie pour la distribution de

— -
courants qui est la source du champ magnétique, B L P, donc B // Ug.
e |a distribution est invariante par rotation d’angle 6, et par translation

suivant U, (on néglige les effets de bord), donc les coordonnées de B ne
dépendent pas de 6 et de z.

On obtient finalement :

B =B() iy

On a des courants volumiques de densité uniforme. D’aprés les orientations,
ona:

| = j17TR12 et —I = jz’/T((Rz—l-e)z— R%)

On applique le théoréeme d’Ampére a un cercle passant par M de rayon r
orienté suivant Uy :

%édr: % B(r)ljlg-rdel_jg = B(r)2ar =M0|enlacé

® Sir <Ry :B(r)2ar = pgjinr?, donc

foJir _ Bol T
2 2R}

B(r)=

* SiR <r <Ry :B(r)2ar = pujimR} = pyl, donc

MoJ'lRl2 Hol

B((r)=
) 2r 27r
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218

e SiR <r <Ry +e:B(r)2ar =puy(l + jor (r* — R3)), donc

sy ol Rl el (PR
B 2nr 2 2 ((R+6)? - RY)

-Sir>R2+e:B(r)27rr:M0( +]27TR) o (I = 1)=0, donc

Br)=0
B
1 Bmax
0,8
0,6
0,4
0,2
r
0 Rq Rs Ro+e

On n'observe pas de discontinuité a la traversée des cylindres car on a des
distributions volumiques de courants.
2. La densité volumique d’énergie magnétique est :
BZ
UQm -
2419
L'énergie magnétique Wi, emmagasinée par le cable coaxial est :

We — el
" .// 2M0dT

espace

D'aprés l'énoncé, on néglige la part de l'‘énergie magnétique emmagasinée
dans l'ame et dans la gaine. On a donc :

moh R\
Wm_/// 4772r22 (dr) (rdb) (dz) = <2W1 R1>I

Ri<r<R
0<f<2m
0<z<h

Linductance propre L du cable coaxial est définie par :

1
Wm=§LI2
On en déduit :
h R
L= Mo, =2
2 Ry
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Exercice 10.7 : Pince ampéremétrique (PC-PSI)

Une bobine torique est constituée de N spires jointives enroulées sur un tore, de
section rectangulaire, de rayon intérieur a, de rayon extérieur b, de hauteur h. On
suppose que N > 1.

1. Calculer le flux du champ magnétique créé par la bobine torique a travers les
N spires. En déduire son inductance propre L ;.

2. Le tore (circuit 1) enlace un fil infini (circuit 2) d’axe Oz et est parcouru par
un courant iy = loy cos (wt + ¢). Calculer le flux du champ magnétique créé par
le circuit 2 a travers les N spires du tore. En déduire 1’inductance mutuelle M
entre les deux circuits.

3. On court-circuite le circuit torique et on néglige sa résistance. On se place en
régime sinusoidal forcé. Déterminer la valeur efficace du courant i;. Quel est
I’avantage de la mesure du courant induit ?

2

Analyse du probleme

On a un probléme d’induction avec deux circuits couplés. On commence par calcu-
ler I’inductance propre et I’inductance mutuelle entre les deux circuits. Le circuit 2
crée un champ magnétique variable. On a un phénomeéne d’induction a cause de la
variation du flux magnétique a travers le circuit 1. Le flux magnétique est la somme
du flux propre et du flux extérieur. En utilisant la notation complexe, on pourra en
déduire la valeur efficace du courant i.

1.

% :

g Uy
] ot 0 Y P
b
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Le plan P = (M,U,,U;) est un plan de symétrie des sources du champ,
donc By (M) LP, cest-a-dire B, (M) //Ug.
La distribution est invariante par rotation d'angle 6, donc I§1 aussi. Ses
coordonnées ne dépendent pas de 6. Dol :

B (M) = B, (r,2) U,

On applique le théoréme d’Ampére a un cercle orienté dans le sens trigono-
métrique d’axe Oz, de rayon r passant par M :

f él . Hr = B] (r)27rr = Molenlacé

e Si M est a lintérieur du tore : lepace = Niq en appliquant la régle de la
main droite. On en déduit :

e Si M est a l'extérieur du tore : lepace = 0. On a donc :

Le flux a travers une spire est :

b
~SET- = - Ni dr  poNih b
cpspire:// Bl-dS=// Bl.drdzu9_u0 Il /T_ d  In 3

spire spire

La spire est orientée avec la régle de la main droite.
Le flux a travers les N spires de la bobine torique vaut :

N2ith b
%7111/1_

Op = Nq)spire = b a

Ce flux est appelé flux propre. On peut lidentifier a ®p = L i, d'oli :

NZh
Ko lnE
2 a

L, =

2. On appelle @, le flux extérieur, c'est-a-dire le flux du champ magné-
tique B, créé par le circuit 2 a travers le circuit 1 :

<I)ext = q>2—>1 = f / Bz dS]

spires de C; M spire
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On va calculer le champ magnétique créé par le circuit 2 :

e Le plan P = (M,{y,U;) est un plan de symétrie pour les courants,
sources du champ, donc éz (M) LP, cest-a-dire éz (M) //Ug.

e La distribution D est invariante par rotation d’angle 6 et par translation
d'axe Oz, donc I§2 aussi. On a donc :

B, = B, (r) i

e On applique le théoréme d’Ampére. Le contour d’Ampeére est un cercle
orienté suivant Uy passant par M et de rayon r :

f@qﬁ:f&mmmwmz&«nﬂz@wz
r

r

On a donc :

= M0'2~
B = 27t

Le flux de I§2 a travers une spire du tore est :

irh b
q>2—>l(l splre)—// B, - % // 'LLOZU@ dr dZU MOZ;— lna

Le flux de I§2 a travers les N spires du tore est :

uoNizh b
Dy = NDH_, ire) = In —
2—1 2—1(1 spire) b n a
On pose ®,_,; = My, dol :
Nh. b
M= 2
27 a

Remarque
Si on change le sens de i; ou i, M change de signe.

%

3. L'équation électrique s'obtient avec le schéma électrique équivalent en
rajoutant la fem dinduction en convention générateur.

1 R
| e |

Ao
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La force électromotrice dinduction est :

do,

e =———
1 dt
Le flux du champ magnétique a travers le circuit 1 est :

O = Op 4 Py = Lii1 + Miy

Une erreur fréquente est de ne pas tenir compte du flux propre. Ici, le flux propre

dépend de N2 alors que le flux extérieur dépend de N. Comme N est trés grand,
il n’y a aucune raison de le négliger.

2 @ La loi des mailles s'écrit :

. di, dis
e =Rij=—L— M=
! ! Vdt dt

Comme la résistance est négligeable d’aprés 'énoncé, on a :

diy di,
L —-M—=0
Vdt dt
En utilisant la notation complexe, on a : jLwi; = —jMuwis.

On en déduit une relation faisant intervenir les intensités efficaces :
Lwlleff = Mwlzeff.
C L N
omme — = N, ona:
M

M [ e
Ileff: TZeff: Ne

Une pince ampéremétrique permet donc de mesurer des forts courants (plu-
sieurs centaines, voire plusieurs milliers d’ampéres).
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Conversion
électromagnetique
statique

Exercice 11.1 : Transformateur torique (PC-PSI)

Sur un tore magnétique, on dispose deux enroulements. Le primaire est constitué
de N spires, et relié¢ a un générateur de force électromotrice e(t) par I’intermé-
diaire d’une résistance R;. Le secondaire comprend N, spires, il est branché sur
une résistance R,. Les résistances des enroulements sont nulles. Le tore est
constitué d’un matériau de perméabilité po = pgu, (u, trés grand devant 1’unité).
Sa section est notée S. Son rayon a est grand devant le rayon b de la section S.

T ) T

1. Montrer qualitativement que 1’on néglige les variations du champ magnétique
a l’intérieur du tore. Donner la forme des lignes de champ dans le matériau.
Déterminer le champ magnétique dans le tore. Définir les bornes homologues.
2. Etablir les expressions des flux ®; et ®,, traversant respectivement le primai-
re et le secondaire.

3. Déterminer le coefficient de mutuelle inductance M existant entre les deux cir-
cuits, ainsi que leurs inductances propres respectives L; et L,, en fonction de
_ Pote S
~ 27a
4. On étudie le cas ou e(t) est un échelon défini par : e(t) =0 pourt <0 ;

e(t) = Epourt > 0. Etablir les équations différentielles liant i, et € d’une part,
i1 et e d’autre part.

5.Pourt < 0, i;(t) etiy(t) sont nuls. Quelles grandeurs physiques restent conti-
nues ent = 0 ? En déduire une relation entre i; (07) et i,(0").

14 o2

0 . Quelle relation existe entre M,L; et L, ?
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Analyse du probleme

Cet exercice traite d’un transformateur torique. Il faut faire attention aux signes lors
de I’application du théoréme d’Ampére. C’est un probléme d’induction puisqu’on
a une variation du flux magnétique. Il faut donc rajouter les fem d’induction en
convention générateur dans le circuit électrique équivalent.

1. On utilise les coordonnées cylindriques.

W

Orientation du circuit magnétique

On ne peut pas utiliser les plans de symétrie et linvariance par rotation a
cause des N; et N, spires.

Dans le cas d'un matériau de grande perméabilité, il y a canalisation des
lignes de champ. Celles-ci restent a lintérieur du circuit magnétique. On a
alors : B//Uj.

Comme b « a, alors le champ magnétique est constant a lintérieur du tore.
Le champ magnétique est de la forme : B= Biy.

Les lignes de champ sont des cercles de rayon r.

On applique le théoréme d’Ampere au contour dAmpére I' (cercle orienté
dans le sens horaire) :

% é ’ Er = B27r = plenlace = lt(Nlil + Naip)

Attention aux signes pour la circulation du champ magnétique. On applique la
régle de la main droite pour déterminer le signe du courant enlacé.

On a donc :

%

- n . L " . L
B=— (Njl N>is) Ug ~ —— (Nyi N»ir) u
27rr( 111 4+ Naiz) Uy 27ra( 111 4 Naip) Uy

Définition des bornes homologues : Des courants entrant par les bornes
homologues créent des champs magnétiques de méme sens dans le circuit.
Les bornes homologues sont représentées sur le schéma ci-dessous.
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2. Le flux a travers une spire orientée est :

¢=//é-d_’szss
S

puisque le champ magnétique ne dépend pas de r.
Le flux qui traverse les N; spires orientées est :

®; = N; (BS)
Le flux qui traverse les N, spires orientées est :

®; =N, (B
On a donc :

B uNfSi uNiN,S.

b = 1 i = Lii; + Miy
2ma 271'a2
NiN,S. N7 S. . .
¢2=M12|1+M2|2=M|1+L2|2
2ra 2ma

S
3.0n pose Ly = M—. On a alors :
2ma

b = L0N12|1 + LoN; Nais
@Oy = LoN;Npig + L()N22i2
Onadonc:L; = LON]2 et L, = L0N22.

On vérifie que M = /L L;.

Le couplage magnétique entre le primaire et le secondaire est parfait, toutes
les lignes du champ magnétique créé par l'un des deux circuits traversent
l'autre circuit :

M=+LiLy =LoNiN;

Rl il R2 ’ig

b o

@ 11 faut bien orienter les fem d’induction en convention générateur.
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La loi des mailles permet d'écrire :

e+e = Ry
& = R
Soit :
i di; di,
e= Rji Li— + M— (éq.1
1+ 151t + él-t (éq.1)
. 1> I
0= R L,— 4+ M— (éqg.2
oly + 2dt + at (¢q.2)

a) Pour lever le couplage, on dérive 'équation (1) et on utilise l'équation (2)
pour éliminer iy.

de di d?i d?i
L'équation (1) devient : — = R1—1 + L ! 2

— +M—.
a - N T TV e
di, —(Rziz-l-Lz%)
L'équati 2) s'écrit : — = .
équation (2) s'écri i N
On réinjecte dans (1) :
_ , , -
de (Riz+Lo%) - (RE+LS) @
—=—-R———+1L M—
dt M M dt

Dot

de —RR. R]deiz Rlediz L1L2d2i2 dziz
PR VR v R iy VR

M dt M dt M dt2 * dt?

Or M2 = L;L,. On a donc :
On en déduit :

de RR. diz 1 ,
e — — — (R/L R L cq.1
@ M 2 + m M( 1L + RoLy) (éq.1")

b) On dérive l'équation (2) et on utilise l'équation (1) pour éliminer i.
di, d%is d%i

L'équati 2) devient: 0 =R —+L,— +M—

équation (2) devien Zdt + 24 + e

. .. dip 1 . diq
'équat 1) sécrit: —=—(e—Rji; —L1—
équation (1) s'écri i M ( 111 1 dt)

On réinjecte dans (2) :

R2 . dl1 L2 de dl1 dzil d2i1
0=-2(e—Rij—Li— )+ 2 (= - R— — L2 ) + ML
M( h 1dt>+M<dt at 1dt2)+ dt2
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Dol :
Ry, Lade RR. Rl +RL,di ©q.2)
Mo T Mat . M ! M a o
car M2=L1L2.

Onavuquel; = L0N12 ;L= L()Nl2 et M =LL,.
Si e(t) = E, l'équation (1") s'écrit :
RR. dip Lo

0=——h+ - (RiIN; + RNY{), soit :
di, is
S 42 =0
dt + T
R]N2 + R2N2
=L—5——".
avec 7 0 RR
. . R, RR. R2N12 + Ry N22 diy
'équat 2') s'écrit al : —E = i Lp————=—,
équation (2) s'écrit alors M 1+ Lo M at
soit :
i til=
Tt TR
— - . do, ..
5. On a rajouté une fem d‘induction e = ~ar dans le circuit n°1 et une
e . do, ..
fem d'induction & = ——— dans le circuit n°2. ®; et ®, ne peuvent pas

dt
varier de facon discontinue, sinon on aurait des fem € et & infinies.

@ Il est faux ici de dire que i1(07) = i,(0") = 0. Il faut raisonner sur le flux et non
pas sur les courants.

2@ @, (07) = ®; (07) =0, donc B(0) = 0 et d'aprés le théoréme d’Ampére :

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Niii (07) + Naiz (07) = 0 (éq.3)

On utilise les équations (1) et 2) at =0 :

. diy di, . ,diy di,
e=Rii Li—+M—= =Ry LoN:7— 4+ LogNy N, —=
11+1((11t+ (6111 11-|-01((1:1.,[-1-012(?.t
. 5] I . 2|2 I
0= Ry Ly——+M— =R LoNs—= 4+ LoN; N, —
ol + 2dt+ at oly + ozdt-i- 0N N2
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D'ou :
e—R1i1 d|1 di2
————— =LogN;j— + LogNp,—=
N 0 ld_dt ko Z'dt
—Rals 12 I
=LoNp,— + LogN;—
N 0 zdt + Lo ldt

Les deux termes de droite sont égaux.
E - R —Ri
On en déduit donc quat =0 : L 2 2,
N, N,

soit :

. Np
E = Ri; (0%) - N—;Rzlz (0%) (éq. 4)

On donc les équations (3) et (4) permettant d'obtenir i; (01) et i (07).

i (0%) =~V (0%), dou -

N>
N2 N2 R, N?
E=Ri (07 + —LRi; (0") = L Ri; (0T (1+ 2)
i1 (07) + el (0%) = R (0°) (14 28
On a alors :
: E N3
|1(0+)=§Wa
1
; 1
en posant o = ———.
p 14 RN
R2N12
, —N;j. E /—N;\ N2
On obtient : i, (0%) = Tzlll (0%) = B (N—zl> N—zza. On en déduit
1
finalement :
N, E
=R,
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Exercice 11.2 : Cycle d’Hystérésis (PSI)

On désire tracer expérimentalement le cycle d’Hystérésis B = f(H) d’un maté-
riau se présentant sous la forme d’un tore sur lequel sont bobinés deux enroule-
ments. [’enroulement primaire contient N; spires et I’enroulement secondaire
contient N, spires. On note a son rayon moyen et S sa section. Dans les condi-
tions expérimentales, Npi; < Njij. On ne tiendra pas compte de la résistance des
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enroulements. H et B sont supposés uniformes dans le tore. On donne
Ry = 1,0kS2.

1
Ro

«<

voie Y
intégrateur ———>

Uz vs

1. Déterminer la relation entre H et i;. Montrer que la tension vy sur la voie X
peut se mettre sous la forme : vy = K;H. Déterminer K;.

2. Proposer un montage avec des amplificateurs opérationnels permettant d’avoir
ip = 0 et de réaliser la fonction intégration. On suppose qu’at =0, vy =0 et
B = 0. Montrer que la tension vy sur la voie Y peut se mettre sous la forme :
vy = K, B. Déterminer K.

3. On observe sur 1’oscilloscope la courbe suivante :

vy en V

Ay

3, 5 A2
As Asg
7

/2,1 vx en V

As

Ay

Le point A; correspond au champ magnétique & saturation. Interpréter la courbe
et les deux points A, et Ag. Que représente la surface du cycle ? Les composants
donnent K; = 0,03 S.1. et K, =5,0S.1.

Déterminer les valeurs numériques des points.

4. Déterminer la puissance moyenne fournie par le circuit primaire au matériau
ferromagnétique. Interpréter avec 1’aire du cycle d’hystérésis.

5. La ferrite présente un cycle de surface inférieure a celle du fer ainsi qu’un
champ rémanent plus faible. Quel est parmi ces deux matériaux celui qui est le
mieux adapté a la réalisation : d’un transformateur ? d’un aimant permanent ?
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Analyse du probléme

Cet exercice permet de tracer expérimentalement le cycle d’hystérésis d’un maté-
riau magnétique. C’est un exercice d’induction. On travaille donc sur le schéma
électrique équivalent en rajoutant les forces électromotrices d’induction en conven-
tion générateur. Le bilan énergétique permet d’interpréter les pertes fer.

1. On utilise les coordonnées cylindriques.

%

Orientation du circuit magnétique

Dans le cas d'un matériau de grande perméabilité, il y a canalisation des
lignes de champ. On suppose d'aprés l'énoncé que l'excitation magnétique H

est uniforme dans le tore. H est donc de la forme :
H = Hiy

On applique le théoréme d’Ampere au contour dAmpére I' (cercle orienté
dans le sens horaire) :

fﬁ . Er = H27r = leptacs = Nii1 + Nais

Attention aux signes pour la circulation de I’excitation magnétique. On applique
la régle de la main droite pour déterminer le signe du courant enlacé.

D'aprés L'énoncé, on néglige N,i, devant Nji;. On a alors :

%

2nr 2ma
. 27a
On a donc : vx = Ryl = WNR0H=K1H avec
1
2mra
K, = 2maRo
N
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2. Schéma électrique équivalent :

Pour avoir i, = 0, il faut insérer un montage suiveur entre le circuit secon-
daire et lintégrateur. On a alors U3 = Uy avec i = 0.

iqlc
|

1 - > S
6 [ ]
- DJ U3 Lt

i2|_+
lﬁ

Vs ="

§_§

@ 11 faut bien orienter la force électromotrice d’induction en convention générateur.

%

Force électromotrice d'induction :

do
La force électromotrice d'induction est & = _Fz'
Le flux a travers une spire du circuit 2 orienté dans le sens horaire est

@2:/ Ed—é:BS.

Le flux du champ magnétique a travers la bobine 2 est
@) = Npp, = N, BS. On en déduit :

Etude du montage intégrateur :
On a deux inconnues : va et vy. Il faut donc deux équations :
e |oi des noeuds en termes de potentiels en A :

us —va

—-i=0
R

Il faut relier lintensité i a la tension de sortie vy. Soit q la charge du

. d
condensateur. Ona I = d—? et g = C (va — vy).

e Amplificateur opérationnel idéal en régime linéaire. Aucun courant ne
rentre dans les entrées (+) et (—) et e =0 —vp = 0.
On a donc :
Us dvy

2 4c=r=0
R T

233



Partie 5 - Conversion de puissance

On obtient finalement :

t
1
(O =y (0) == / us (t) dt’
0

On a donc un montage intégrateur. A0 doit rester en régime linéaire pour
fonctionner en intégrateur.

Relation entre vs et le champ magnétique :
La tension de sortie est donnée par :

t
1 dB N, S
— =—— | NbS—dt=—-——+-(B({#)—-B
vy (1) — vy (0) RC S m dt RC (B () 0))
0
Pourt =0, vy =0 et B=0.0nadonc:
N, S
=———B(t
vy RC (t)

On a alors : vy = K, B avec

N> S

Ky = — 2>
2 RC

On peut donc observer sur l'oscilloscope vy en fonction de vy, c'est-a-dire
B en fonction de H.

3. On observe un cycle d’hystérésis : l'aimantation et la désaimantation ne
sont pas des opérations inverses l'une de l'autre.
Lexcitation coercitive Hc (point Ag) est la valeur de H qui annule le champ
magnétique.
Quand lexcitation magnétique est nulle (point Ay), le champ magnétique
n‘est pas nul. On appelle B; le champ magnétique rémanent.

B

A
B,, !

B,

Ay
-H, —H. As Ag| H,
/ H, H
As

_Bm
cycle d’hystérésis

Ay
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Le point Ag correspond a l'excitation coercitive. Comme vx = 2,1V, ona:

2,1
0,03

=70 A.m™!

HC:

Le point A, correspond au champ magnétique rémanent. Comme
vww=35V,ona:
3,5

Br: :0,7T
5

Comme vy =7,5V,o0na:

7,5

L'excitation magnétique a saturation est :

7
Hyn=—— =233 A.m™!
0,03

4. Le schéma équivalent a 'entrée est le suivant :

11

“T% Ry Tul Bl

i 1

La puissance fournie par le circuit primaire au matériau ferromagnétique
est: P; = uji; = —eyi car la force d'électromotrice dinduction est orien-

dB
tée en convention générateur. La fem € vaut : e = —lea.

. dB N;i
Onadonc: P =i{N;S—.Onavuque H = L. On en déduit :
dt 2ma

2ra dB dB
P = Y HN,SS2 = 27raSH =
PEON, T T

On appelle V le volume du matériau ferromagnétique. La puissance moyen-
ne dissipée est donc :

1 r 1 [
Pmoy = ?/ Pidt = ?V/HdB
0 0

La puissance moyenne est donc proportionnelle a 'aire du cycle d’'hystérésis
H en fonction de B. Elle est évacuée sous forme de chaleur dans le matériau.
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-
/ HdB = ?g HdB représente 'énergie dissipée par unité de volume pen-
0

dant un cycle dans le matériau ferromagnétique.

Ces pertes sont appelées pertes fer. Elles correspondent a la puissance dis-
sipée par hystérésis et par courants de Foucault (si le matériau est conduc-
teur).

5.

e Pour réaliser un transformateur, il faut avoir une surface de cycle faible
(pertes par hystérésis faibles et donc pertes fer faibles) et un faible
champ rémanent. On prendra un matériau ferromagnétique doux, par
exemple les ferrites doux.

Remarque : Pour négliger les pertes par courant de Foucault, on prendra une car-
casse feuilletée (voir exercice « Courants de Foucault dans un cylindre »).

2 e Pour réaliser un aimant permanent, on souhaite avoir un matériau avec

Q une excitation coercitive élevée. Laimantation rémanente est difficile a
supprimer. On prendra un matériau ferromagnétique dur, par exemple le
fer.
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Exercice 12.1 : Champ magnétique tournant (PSI)

Deux bobines identiques, d’inductance L et de résistance R chacune sont
disposées de facon a ce que leurs axes se coupent a angle droit en un point O
équidistant de leurs centres. Les bobines sont alimentées chacune par un courant
alternatif, de méme pulsation. On prendra i (t) = Iy cos (wot) et
iz (t) = |m2 CoS (UJOt — ¢) :

1. Déterminer le champ magnétique créé par la bobine 1 en utilisant le champ
créé par une spire.

2. On souhaite avoir la méme intensité efficace et ¢ = g Quelles relations doit-

on avoir entre R,R’,L,C et wq ?
3. Montrer que le champ magnétique résultant en O a un module constant et

tourne dans le plan (O; Gx,ﬁy) a la vitesse angulaire wy.

y
il I_,
u(t)P

Analyse du probléme

Cet exercice permet de créer un champ magnétique tournant. On utilise les com-
plexes plutot que de rester avec les grandeurs réelles. Il faut savoir déterminer le
champ magnétique créé par une bobine.
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¥

[ _
1. Le champ magnétique créé par une spire de rayon a est Z—Oa sin 20 Uj.

g, 92 @
i
L

On appelle n le nombre de spires par métre. Soit un élément de longueur dz,
d'abscisse z qui contient ndz spires. Le champ créé par ces Ndz spires est :

=(n dZ) =2 sin 30,

Il faut faire la somme de toutes les contributions. Pour cela, il faut paramétrer. On
a le choix entre z et §. Le plus simple est de tout exprimer en fonction de 6. Pour
exprimer dz en fonction de df, il faut exprimer z en fonction de 6 puis différentier.

La distance entre les ndz spires et le point M est zy — z.

%

a
Ona:tanf = ,doll z=2zy — et dz = — do.
M — Z M~ tan 6 sin 20
D'oli :
M0| 3 n
dB, = ( de) 0 = sin 0.df
z sin 20 2a ’ 2
Il reste a intégrer entre 6, et 6,. On obtient :
B, = Moz (cos B, — cos )
2. Soit u(t) la tension sinusoidale appliquée aux bornes du circuit électrique.
Yy
b
i1 L, R
19 0] x
u(ty i r
o —| L, RT
C R
—_— —

—_—

On écrit la loi des mailles pour calculer les intensités complexes :

=

==
T R+ jLwo
u

R+ jLwy+ R +

eti, =

N u
o R+R 4] (Lw —C%O)
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On veut avoir :

Im = Im2

. . —T
argl, —argl; = —¢ = B3
Il est plus simple d'utiliser les parties réelles et parties imaginaires que le

module et largument. On va exprimer directement i, et fonction de i, :
I =lexp(—jo) = ji;.

u . u
On a donc : — =] = .
R+R+j(Lun—of;)  Rtibw

Cwy

. 1 .
Soit: j (R+ R) — (Lwo— C—wo) =R+ jLwp.

. 1
D'oU:j(R—i— R/—Lwo)— R— (Lwo—c—) =0.

wo
Deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et
méme partie imaginaire :
R+R —Lwy=0

1
R Lwgp———1=0
+<w0 Cwo)

Soit :
R =Lw—R
1
Cwp=——"—
7 R+ Lwo
3. Les deux bobines sont identiques. D’aprés la question 1, on a :
- nip (t -
B, = MOTI() (cos fs — cos Oy) Uy
- niy (t o
et B, = 'uO—Z() (cos s — cos O) Uy
dy
On
(<. Os
..... vl Zl-Z'.:f- R
0 iUy
face face
Sud Nord
12

Le champ magnétique résultant en O est :

_ Hol

By (cos s — cos ON) Im1 cos (wpt)

.
Il

n
By = % (cos Os — cos ) Imp cos (wot — @)
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On obtient donc :

B— Bx = By cos (wot)
By = By sin (wot)

On a bien un champ magnétique de module constant et tournant dans le plan
(O; lix,ly) a la vitesse angulaire wy.

Exercice 12.2 : Machine a courant continu (PSI)

240

stator | _

=\

On étudie une machine composée d’une partie fixe (stator qui crée le champ
magnétique) et d’une partie tournante (spire et collecteur). On considére une
spire MNOP de dimensions a et b mobile par rotation autour de I’axe Z'z. Elle
se déplace dans une zone ou régne un champ magnétique B permanent orthogo-
nal & I’axe Z'z. Dans la zone ou évolue le cadre, le champ magnétique est radial
et a une norme B uniforme. On néglige la résistance et I’inductance propre de la
spire. Le collecteur, associé au balai, permet de relier le circuit électrique de la
partie tournante a un circuit extérieur a la machine. On appelle J le moment
d’inertie de la spire MNOP par rapport a I’axe Zz. On pose k = abB.

U,
—=

N M ]
7’/_’ o N balai C
AR [

| stator 2/ | collecteur |, z
~ B0a0) ‘i’
()

N P D
B b
C

1. La machine initialement au repos est insérée dans un circuit ¢lectrique suivant.
At = 0, on ferme I’interrupteur. Déterminer w en fonction du temps sachant que
E est constante.

1 C
| S—|
R
OrE
K D
2. Effectuer un bilan de puissance. Vérifier que le couplage électromécanique est
parfait.
3. Le cadre est maintenant soumis a un couple résistant 'r = —aw ou « est une

constante positive. Déterminer w en fonction du temps. Interpréter.
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Analyse du probléme

L’énoncé n’impose pas une orientation du courant. Il faut choisir une orientation
arbitraire du courant. On rajoute alors sur le schéma électrique équivalent une fem
en convention générateur. On en déduit le moment des forces de Laplace permettant
de mettre en rotation la machine.

Le théoréme du moment cinétique pour un solide en rotation autour d’un axe fixe
permet d’obtenir I’équation mécanique. La loi des mailles permet d’obtenir 1’équa-
tion ¢€lectrique. On obtient deux équations couplées.

1. On oriente le circuit électrique.

%

®

: B

1 — ¢ N M palai i ¢
R a ‘

H lu

collecteur

Uy Uz

uu !

i

0 o
K D grl Uz

Calcul du moment résultant des forces de Laplace :
e Sur la partie MN : la force de Laplace est :

-

- — - - A
Fi =iMN A B = —ibiu; A Bl, = —ibBy
Le moment du couple suivant Z'z vaut :

.a
F1=—I—bB
2

e Sur la partie NO : il n'y a pas de contribution au couple suivant Z'z.
e Sur la partie OP : la force de Laplace est :

F, =iOP A B = ibii; A —Bi = —ibBij
Le moment du couple suivant Z'z vaut :
a
I, =-i-bB
: 2

Le moment résultant du couple vaut donc :

[ =—iabB = —ki
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Calcul de la force électromotrice d'induction :
e Sur la partie MN : Le champ électromoteur est :

-

= _ - a
Em = vuyg A Buy = —EwB Uy

La force électromotrice dinduction est :

N

- - a abB

e = / Eml.dll = —EQJB (—b) = Tw
M

e Sur la partie OP : Le champ électromoteur est :
> N N a N
Emp = vug A —BU; = EwB Uy

La force électromotrice d'induction est :

abB

P. - a
) /o mo.dl> 7 (b) 7w

e Sur la partie NO : la circulation du champ électromoteur est nulle.
La force électromotrice résultante est donc :

a
e=2 <§wB) b = aBbw = kw
Equation électrique
La loi des mailles s'écrit : E + e = Ri, soit :
E=Ri —kw

Equation mécanique
On écrit le théoréme du moment cinétique pour la spire (solide en rotation
autour d’'un axe fixe) :

J— =T =—Kki
dt
. . .. . dw E + kw
Des équations électrique et mécanique, on déduit : JE = —k R
soit :
dv w  wo
- + - =
dt T T
On pose : 7= 2l et wy = X
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La résolution de l'équation différentielle donne :
t
w(t) = Aexp (——) + wo.
T

At =0, la vitesse angulaire est nulle. On a donc :

w(l) = wy (1 — exp (—ET))

2. Pour faire apparaitre des termes de puissance, on multiplie 'équation
électrique par i et l'équation mécanique par w. On obtient alors :
Ei = Ri? — kui

Jw—w = —kiw

dt

En éliminant le terme de couplage Kiw, on a:

d /1
Ei = Ri%Z+ — (| =Ju?
+m<2w)

Interprétation physique : La puissance fournie par le générateur est égale
a somme de la puissance recue par la résistance (dissipée par effet Joule) et
de la puissance mécanique de la force de Laplace.

L'énergie fournie par le générateur est en partie stockée sous forme d'éner-
gie cinétique et en partie dissipée par effet Joule.

La puissance de la force mécanique (force de Laplace) est :

Pogea = Tw = —kiw
La puissance de la fem d’induction est :
Peec = € = kwi
On constate que :
Pélec + Pmeca = 0

Cette relation caractérise le couplage électromécanique parfait que l'on peut
généraliser dans le cas d'un circuit mobile dans un champ magnétique per-
manent.

3. L'équation mécanique devient :

d )
Jd_C: =—kK — aw
On aalors:Jd—w = —kE+kw — aw, dol :
dt R
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dw w W
— 4+ - =
ad 7 7
o RJ t —kE
enposant: 7 = —— etwy = 5——.
P kZ +aR "7 K +aR
|w6| < |wp] : la vitesse angulaire limite en régime permanent est plus faible
a cause du couple résistant.
7 < 7: le régime transitoire est plus rapide, le couple résistant permet d'at-

teindre le régime permanent plus vite.

Remarque : On peut étre surpris d’avoir un régime permanent atteint plus
vite avec des frottements ! En fait, c'est la vitesse angulaire limite qui est
plus faible que précédemment.
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Exercice 13.1 : Hacheur a stockage inductif (PSI)

On considére un hacheur, de rapport cyclique o et de période de hachage T. Il
alimente une machine a courant continu considérée comme parfaite. On la modé-
lise par une inductance L en série avec une force électromotrice E > 0 constan-
te. La source de tension délivre une tension constante U =400 V. On suppose que
U > E. La commande du transistor K est la suivante :

 Sur I’intervalle [0, T], le transistor K est passant.
* Sur l’intervalle [T, T], le transistor K est bloqué.

courant en A

A
i L 3 Tnax =126 A
ST T
D ~
0 4 5 t en ms

1. Parmi les courants ix,ip et i, quel est celui relevé sur le chronogramme ?
Quelle est la fréquence de hachage ? Que vaut le rapport cyclique o ?

2. Ecrire I’équation différentielle reliant i,U et E sur Iintervalle de temps
[0,aT]. En déduire I’ondulation du courant Ai = Iy — Imin en fonction de
L,UE,aetT.

3. Ecrire I’équation différentielle reliant i et E sur I’intervalle de temps [T, T].
En déduire une autre expression de 1’ondulation de courant Ai = lypax — lpin €n
fonction de L, E,«x et T.

4. En déduire la relation entre E,a et U. Exprimer Ai en fonction de L,a, T et
U. Calculer la valeur de I’inductance L.

5. Représenter i en fonction du temps.

6. Effectuer un bilan de puissance moyenne.
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Analyse du probléme

Cet exercice étudie un hacheur a stockage inductif puisqu’on a un transfert de puis-
sance entre deux sources de tension continue. On n’étudie pas le régime transitoire.
11 ne faut donc pas étre surpris d’avoir un courant non nul a2t = 0. Comme le cou-
rant ne peut pas varier de facon discontinue dans une bobine, on utilise cette pro-
priété¢ pour intégrer les deux équations différentielles et en déduire une relation
entre E,U et o.

%

1. Le courant représenté ne peut pas étre i car lintensité ne peut pas varier
de facon discontinue dans une bobine.

Lorsque le transistor est bloqué, i =ip > 0 puisque le courant i passe dans
la diode D. L'intensité i est une fonction décroissante du temps d'aprés
l'orientation de E. Le courant représenté ne peut pas étre ip

Le courant représenté est donc nécessairement le courant ik.

e Dans lintervalle de temps [0,aT], le transistor est passant. L'intensité ix
est une fonction croissante du temps puisque U > E. Cela correspond a
lintervalle [0,4 ms] sur le graphe.

e Dans lintervalle de temps [T, T], le transistor est bloqué. La diode est
nécessairement passante. On a donc ip > 0 et ix = 0. Cela correspond
a lintervalle [4 ms,5 ms] sur le graphe.

Le courant représenté sur le chronogramme est donc bien ik. La période du

phénomeéne est T = 5 ms. La fréquence est :

= = Z
T

Graphiquement, on lit : T = 4 ms. On a donc :

a=-=0,8
5

2. Intervalle de temps [0,aT] :
Le transistor est équivalent a un interrupteur fermé. La tension aux bornes

de la diode vaut up = —U < 0. La diode est donc bloquée.
On a le schéma équivalent suivant :
17 L i 1K L i

D

UT Ed\l' b Pre UT v Pre

La loi des mailles s'écrit :

d
u=LY
a
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En séparant les variables, on a :

On intégre entre 0 et aT :
Al = Imax — lpin = ——aT

3. Intervalle de temps [aT,T] :
Le transistor est équivalent a un interrupteur ouvert. On suppose la diode

passante.
On a le schéma équivalent suivant :
Ly
D1
La loi des mailles s'écrit :
di
L—+E=0
dt +
En séparant les variables, on a :
E
di = ——dt
L

On intégre entre aT et T :
E
Imin - Imax = _t (T - aT)
Soit :
. E
Al = Imax - Imin = E (T - aT)

Vérification des hypothéses : ip =1 > 0. La diode est bien passante tant
que lmin > 0.

4, On a vu dans les deux questions précédentes que :
U-E

E
aT et que lpax — Imin = T (T —aT).

Imax - Imin =

On obtient en simplifiant :

E=aU
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On en déduit :
Ul -

Imax - Imin =
L

aT

Linductance L vaut :

Ud-—ow T_400x(1—0,8) y 0,8
T 126—115 200

L= =29 mH

Imax - Imin

5. Lintensité ne peut pas varier de facon discontinue dans une bobine. Le
graphe suivant représente i en fonction du temps.

i

N
I..=126 A
Iin=115 A ¢
0 4 5 t,en ms

6. Puissance moyenne P; fournie par le générateur U :

T aT
/UIKdt /IKdt
0 0

Il faut se placer en convention générateur pour calculer une puissance fournie et
en convention récepteur pour calculer une puissance regue.

aT
/int représente l'aire sous la courbe :
0

deb tite b I min + |
grande base ;—pele aSC o uteur — mm-iz- max T

On a donc :
alU
Pl == 7 (Imin + Imax)

Puissance moyenne P, recue par la force électromotrice E :

1 T
%=?/ -7 [
0

—ilrn
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-
/idt représente ['aire sous la courbe :
0

Imin + Imax min T Imax . Imin + ImaxT

|
T(- T=
2 (=) +———a 2

On a donc :

E alU
IDl = 5 (Imin + Imax) = 7 (Imin + Imax)

Les deux puissances moyennes P; et P, sont égales. Toute la puissance est
transférée de l'entrée vers la sortie.

Interprétation physique : En régime permanent, la bobine ne consomme
pas de puissance en moyenne. Le transistor et la diode sont idéaux. Ils ne
consomment pas de puissance en moyenne.

Exercice 13.2 : Hacheur a stockage capacitif (PSI)
On considere un hacheur, de rapport cyclique « et de période de hachage T. Il
alimente un récepteur modélisé par un courant électromoteur |’ > 0 constante.

La source de courant délivre une intensité | > 0 constante. La commande des
interrupteurs est la suivante :

* Sur I’intervalle [0,aT], linterrupteur K; est fermé et ’interrupteur K; est
ouvert.

* Sur lintervalle [aT,T], Pinterrupteur K; est ouvert et I’interrupteur K, est
fermé.

u
<

|
>
1l

e 4 el

1. Ecrire 1’équation différentielle reliant u et |’ sur I’intervalle de temps [0, T].
En déduire ’ondulation de la tension AU = Upax — Umin en fonction de C, 17, o
etT.

2. Ecrire Iéquation différentielle reliant u et | sur I’intervalle de temps [aT,T].
En déduire une autre expression de 1’ondulation de la tension AU = Upax — Unin
en fonction de C,l,«x et T.
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3. En déduire la relation entre |, et |”.
4. Représenter U en fonction du temps.
5. Effectuer un bilan de puissance moyenne.

Analyse du probleme

Cet exercice étudie un hacheur a stockage capactif puisqu’on a un transfert de puis-
sance entre deux sources de courant continu. Comme la tension aux bornes d’un
condensateur ne peut pas varier de fagon discontinue, on utilise cette propriété pour
intégrer les deux équations différentielles et en déduire une relation entre I1,1” et .

Il faut penser a introduire les tensions Upax et Upin aux bornes du condensateur
comme intermédiaire de calcul.

La tension a t = 0 n’est pas nulle puisqu’on n’étudie pas le régime transitoire. Il
faut donc prendre I’initiative de définir une tension U at = 0 (ici Up,x puisque la
tension est décroissante au dela) et une autre tension U at = aT (ici Up, puisque
la tension est croissante au deld). En régime permanent, on retrouve nécessairement
la méme tensionuat=0etat=T.

2& 1. Intervalle de temps [0,aT] :

On a le schéma équivalent suivant :

U
&

]
q ql

1o it ©1r

Lintensité i est égale & —1’. On a donc :

. dg du

i=—=C—=-I'
dt dt

En séparant les variables, on a :

I/
du=——dt <0
C <

La fonction u(t) est donc décroissante.
On intégre entre 0 et T :
I/

Unin — Umax = _EaT
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2. Intervalle de temps [aT,T] :
On a le schéma équivalent suivant :

ST ofr

Lintensité i est égale a I. On a donc :

. dg du
i=—=C— =1
dt dt
En séparant les variables, on a :
I
du= —=dt >0
c >

La fonction u(t) est donc croissante.
On intégre entre aT et T :

|
Umax - Umin = E(l - a)T

I /
3. On a vu dans les deux questions précédentes que Upax — Unin = EaT

|
et que Upax — Upin = c (1 — ) T. On obtient en simplifiant :
B l —«

" = I
o

4. La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de fagon dis-
continue. Le graphe suivant représente U en fonction du temps.

u
N
Umax L P
Umin
>
0 al T t
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5. Puissance moyenne P; fournie par le générateur | :

lT IT
Pp=—= [ luk;dt = = [ udt
=L i1

0 aT

Il faut se placer en convention générateur pour calculer une puissance fournie et
en convention récepteur pour calculer une puissance recue.

-
/ udt représente l'aire sous la courbe :
aT

grande base ;— petite base « hauteur — Unmin 42— Umnax d—o)T

On a donc :
|
P = E (Umin + Umax) (1-w

Puissance moyenne P, recue par le générateur |’ :

1 T ¥ aT
P = — I/ — = —
p) T_/ (—ukp)dt T/udt
0 0

aT

udt représente l'aire sous la courbe :

(=]

Umin + Umax
2

aT

! —_—

I 1
Onadonc: P = %(Umm-ﬁ-UmaX). Onavuquel = —al, soit :
(0%

11—«

252

« I
P = ; (Umin + Umax) = E (Umin + Umax) @
Les deux puissances moyennes P; et P, sont égales. Toute la puissance est
transférée de l'entrée vers la sortie.

Interprétation physique : En régime permanent, la bobine ne consomme
pas de puissance en moyenne. Le transistor et la diode sont idéaux. Ils ne
consomment pas de puissance en moyenne.
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Diffusion thermique

Exercice 14.1 : Ailette de refroidissement (PC-PSI)

On considére une barre de cuivre cylindrique de rayon a = 5 mm, de longueur L.
En x =0, la barre de cuivre est en contact avec un milieu a la température
To = 330 K. Tout le reste de la tige est en contact avec 1’air ambiant de tempéra-

ture uniforme Te = 300 K. On appelle A = 400 W.m~' K~ la conductivité ther-

mique du cuivre et h = 12 Wm=2.K~! le coefficient de transfert conducto-
convectif entre la barre de cuivre et I’air. On se place en régime stationnaire. On

Aa
0=, —.
pose n

1. On considére que la longueur de la tige est quasi-infinie. Déterminer numéri-
quement le profil de température T (X) en tout point de la barre de cuivre.

2. On remplace la tige précédente par une tige de longueur L = 20 cm.
Déterminer numériquement T (X). Calculer T (L).

Analyse du probleme

Cet exercice traite d’une ailette de refroissement utilisée par exemple pour refroidir
un microprocesseur. Il faut étre capable d’effectuer un bilan thermique sur une
tranche d’épaisseur dX pour obtenir I’équation différentielle en T (X). On utilisera
la continuité de la température ou du flux thermique pour déterminer les constantes

£ d’intégration.

E

Z 1. T

W, T

3 m

" H @

£, I I

b 0 L z
E

&

"é Comme a <« L (le rayon du tube est trés petit devant la longueur), on peut
a considérer que la température ne dépend que de X.

©

255



Partie 6 - Diffusion thermique - Diffusion de particules

256

Cours: Premier principe de la thermodynamique
11 faut prendre I’initiative d’effectuer un bilan thermique sur un volume élémentaire de sec-
tion S= ma? compris entre X et X 4+ dx pendant une durée dt.
La transformation est isobare puisque le systéme est en contact avec I’air qui maintient une
pression constante. Le premier principe de la thermodynamique s’écrit :

dH = W' +6Q

* dH est la variation d’enthalpie du systéme entre t et t 4+ dt. Dans 1’exercice, elle est nulle
puisqu’on est en régime stationnaire (on dit aussi régime permanent).

« W est le travail recu autre que celui des forces de pression. Ici : SW' = 0
* 0Q est le transfert thermique algébriquement re¢u pendant dt.

On divise souvent le premier principe de la thermodynamique par dt pour faire apparaitre
des puissances thermiques.

Puissance thermique par conduction traversant une surface X

Soit une surface T orientée suivant Uy.

0Q
+

—>
-
dS=dSu,

b

Le transfert thermique dQ qui traverse la surface ¥ pendant dt est :
0Q = &dt = Pyrdt

d est la puissance thermique par conduction qui traverse . On I’appelle également flux
thermique. Le terme puissance thermique est préférable puisqu’il fait référence a 1’unité du
flux thermique (le Watt).

On peut I’écrire avec le vecteur densité de courant thermique ji,. On a alors :

6Q=¢>dt=// i - dSdt

MeX

On projette sur Uy. Le transfert thermique qui traverse S pendant dt dans le sens Gy est :

5Q = f / jndSdt

Loi de Fourier
La loi de Fourier s’écrit :
= —Agrad T

A est la conductivité thermique du milieu (en W.m~!.K~1). Elle est toujours positive. Le
signe — vient du fait que le transfert thermique se fait spontanément des zones les plus
chaudes vers les zones les plus froides.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 14 - Diffusion thermique

Conditions aux limites

On n’a pas de discontinuité de la température a I’interface solide-solide ou solide-fluide
immobile car le transfert thermique est de méme nature (transfert thermique conductif). Le
contact est suppos¢ parfait.

On utilise trés souvent la continuité du flux thermique au niveau des interfaces. Les inter-
faces ne peuvent pas accumuler d’énergie car I’épaisseur est infiniment petite.

On a une discontinuité de la température a I’interface solide-fluide en mouvement. On note
Tp la température de la paroi solide et Tg la température de fluide en mouvement. On utili-
se souvent la loi de Newton :

5Q = hS(Tp — Tg)dt

11 faut faire trés attention aux signes. Comme le transfert thermique se fait du corps
le plus chaud vers le corps le plus froid. Q est donc orienté algébriquement de la
paroi vers le fluide.

Cours: h est appelé coefficient de transfert conducto-convectif ou coefficient d’échange
entre le solide et le fluide (en W.m~2.K~1). Tout se passe comme si on avait une disconti-
nuité de la température au niveau de la paroi. On fait ’approximation qu’une petite épais-
seur d’air est quasiment au repos sur une treés faible épaisseur appelée couche limite ther-
mique.

On fait un bilan thermique sur une tranche comprise entre X et X 4 dx :

%

h2madz [T'(x) —Te)

=t

®(x) O (x+dx)

T T+dx

®(X) est la puissance thermique qui rentre en X.

® (X + dx) est la puissance thermique qui sort en X + dx.

h27radXx [T (X) — Te] est la puissance thermique qui sort a travers la surfa-
ce latérale 27radx

Si T(X) > T, le transfert thermique est positif et effectivement dirigé vers 1’exté-
@ rieur. C’est bien une puissance thermique effectivement perdue.

2 La transformation est isobare. Le premier principe de la thermodynamique
@ sur une tranche s'écrit en régime stationnaire :
dH =0=0Q = &(X)dt — & (X + dx)dt — h2wadx [T (x) — Te] dt
On a donc :

D(X) — (X +dx) — h2radx [T(X) — Tg] =0
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- dT _
La loi de Fourier est : jy, = —A g_m_()i T= —Ad—xux.

La puissance thermique ®(X) qui traverse la surface ma> orientée suivant
Uy est :

. dT
®(X) = jpma’ = —A\—7a’

dx
On en déduit que :
do d2T
—d—de — h2radx [T(X) — Te] = )nrazwdx — h2radx [T(X) — Te]

=0
L'équation différentielle s'écrit :
d’T 2h_|_ 2h
dx2  la  )a

[ \a
On pose § = o Soit :

PT T T

T
e Solution générale de l'équation homogéne.

1 1
L'équation caractéristique est : r’— 7 =0, soitr = :I:g.

X X
La solution générale est donc : Tsg = Aexp (5) + Bexp (—5)

e Solution particuliére de l'équation différentielle avec second membre :
Tsp =Te

La solution de l'équation différentielle est :

X X
TX)=Te+ Aexp (5> + Bexp (—5)
Il faut deux conditions aux limites pour déterminer A et B :
e Le contact est parfait en X =0, donc T(0) = Ty = Te + A+ B.
e |La température doit rester finie si X — 00. On a donc A = 0.
La constante d’intégration B est : B = Ty — Te. On obtient :

TOO = Te+ (To — Toyexp (~5)

Numériquement, on a :

X
T(x) = 300 + 30 exp <_0 289)
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2. On a toujours :
T(X) =Te+ Aexp (%) + Bexp (—g)

La distance caractéristique vaut § = 28,9 cm. La longueur de la tige vaut
20 cm. On ne peut plus considérer comme dans la question précédente que la
longueur est trés grande devant la distance caractéristique. On n’a donc plus
les mémes conditions aux limites.

Le contact est parfait en x =0, donc T(0) = Tp = Te + A+ B.

La deuxiéme condition aux limites est plus délicate a trouver. On a une discontinui-
té de la température a cause du flux conducto convectif en X = L.

11 faut raisonner sur la continuité du flux thermiqueen x = L.

z@ La continuité du flux thermique en X = L permet d'obtenir la deuxiéme

équation :

jm(L)ma? = hma? [T(L) — Te]

En utilisant la loi de Fourier, on a :

dT
—A (a)X:L =h[T(L) —Te]

dT X B X

Comme x - ?exp (5> 3 exp <_5> ona:

—AA L AB L L L
5 SXP <5) + 5 oXp <—g) =h (Aexp <3) + Bexp (—5)>

On a un systéme a deux équations et deux inconnues :

To=Te+ A+ B

—AA L AB L L L
5 exp (E) + 5 exp (—g) =h (Aexp <g> + Bexp (—g>)

La résolution numérique donne : A = 5,92 et B = 24,08.
On a donc :

X X
T(x) =300+ 5,92 exp (0 289) + 24,08 exp (—0 289)

Pour X = L, la température est égale a 324 K.

Remarque: Si la longueur de la tige est supérieure a 3, alors on peut considérer que
la tige est de longueur quasi-infinie. On retrouve alors la résolution plus simple de
la question 1.
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Exercice 14.2 : Simple et double vitrage (PC-PSI)

On considere une piece a la température T; = 20°C. La température extérieure est
Te = 5°C. On étudie les transferts thermiques avec 1’extérieur a travers une vitre
en verre de conductivité thermique A = 1,15 W.m~' K~!, de largeur 60 cm, de
hauteur 60 cm et d’épaisseur 3 mm. On suppose qu’il n’y a pas de flux sortant a
travers les autres parois de la piece. On se place en régime stationnaire.

1. Définir et calculer la résistance thermique de la vitre. En déduire le flux ther-
mique sortant a travers le simple vitrage.

2. On remplace le simple vitrage par un double vitrage constitu¢ d’une vitre
de 3 mm d’épaisseur, d’une couche d’air de conductivité thermique

Xair = 0,025 W.m~' K1, d’épaisseur 10 mm et d’une autre vitre identique a la
premicre. Donner le schéma thermique équivalent. Calculer le flux thermique
sortant a travers le double vitrage et les différentes températures dans le double
vitrage. Interpréter.

Analyse du probléme

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique en 1’absence de produc-
tion de chaleur. On pourra alors utiliser la notion de résistance thermique et tra-
vailler sur un schéma thermique équivalent. En appliquant le diviseur de tension, on
pourra déterminer les différentes températures.

L’énoncé ne donne pas le coefficient de transfert conducto-convectif entre la vitre
et I’air. On néglige donc la discontinuité de température aux interfaces vitre-air.

2& 1. On appelle S la surface de la vitre. Le transfert thermique se fait suivant
'axe OX dirigé de lintérieur vers l'extérieur.
vitre S
air O (z) ®(z+dz) extérieur
Ti Te
0 T r+dr e

Cours: La transformation est isobare. Le premier principe de la thermodynamique s’écrit
sur une tranche en régime stationnaire :

dH=0=0Q=® X)dt — ® (X + dx)dt
On a donc conservation du flux thermique :
P (X) = (X + dx) = cte
On note @ le flux a travers les différentes sections de la vitre.
La loi d’Ohm s’€crit en convention récepteur : V1 — Vo = Rlj_,». Rest toujours positif.

I=11_,9

e B e
Vi \%

1 2
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La résistance thermique est définie par analogie : T1 — T = Ry P13,

O=Py_ .o
Rin
T1 T2

Interprétation physique : Si T; > T», le transfert thermique se fait des zones les plus chaudes
vers les zones les plus froides d’aprés le deuxiéme principe de la thermodynamique.
Analogie avec I’électrocinétique :

T—->V
mth—>R
q)zpth—)l

Le flux a travers une surface S a ’abscisse X est :

dT
A—
dx
On sépare les variables et on intégre entre X = 0 et X = €.

® @
AT = ——dx. d'oi Ty — T = ——e.
A e don izl =g

®=jS=-A—S

e
On obtient : T} — T, = — .
n obtient : Ty 2=13

La résistance thermique est :

: e
Rih = )\_S

Remarque:
On peut la retrouver par analogie avec 1’¢lectricité. La résistance d’un fil conducteur de
conductivité -y, de section Set de longueur L est :

L
=5

Dans de nombreux exercices, on fera le schéma thermique équivalent.

2& On est en régime stationnaire. Il n'y a pas de création de chaleur dans la

vitre. On a donc conservation du flux thermique.

La résistance thermique est définie par analogie avec lélectricité
T — T = RN ®Pi2.

P

= (b1—>2

1 2
En coordonnées cartésiennes, la résistance thermique est :
e
Rip = —= = 7,24 x 10°K.W™!
th =g

La surface Svaut: S=0,6 x 0,6 = 0,36 m2.
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On en déduit le flux thermique sortant pour le simple vitrage :
Ti—Te
D = =2070 W
Rin
2. On se place toujours en régime stationnaire. Il n'y a pas de terme de créa-
tion. On a conservation du flux thermique a travers les différentes sections
du double vitrage.
On peut donc utiliser le schéma électrique suivant avec des résistances ther-
miques en série.

Rin1 Rtho Rin3
——>—
T; Ty Ty T,
Ti T1 T2 Te
e=3 mm L=10 mm e=3 mm

Les résistances thermiques sont :

Ry = — = 7.25 x 1073 K.W-!
JUhl = )\,S — /Iy X .
L
)\airS

‘Hh3=£=725>< 103K wW!
ot 2SS~ '

La résistance thermique équivalente est :

Ry = = 1,11 KwW!

Rineqg = Rint + Rinz + Rz = LIZK.W™!

On en déduit le flux thermique sortant :
T -Te

© NRewt + Rz + NRews
On a un flux thermique sortant 155 fois plus faible que dans la question 1.
D'ou lintérét du double vitrage pour lisolation thermique.

On peut calculer les différentes températures en utilisant le diviseur de ten-
sion :

d; =133 W

E}t thl

i —T= (Te—Th)

2y

Jltheq

Il ne faut pas écrire Tq au lieu de Ty — Tj. Il faut considérer une tension et non un
potentiel pour appliquer le diviseur de tension.
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2@ De méme, on a :

N N
LT = SR g T
Jltheq

L'application numérique donne : Ty=19,9°C et T, = 5,1°C.

Exercice 14.3 : Fil parcouru par un courant (PC-PSI)

On considére un fil cylindrique de conductivité électrique ~y, de conductivité
thermique )\, de rayon a et de longueur L. On suppose que T(0) = T(L) = T,.
Le fil est parcouru par un courant électrique d’intensité constante |. On néglige
les pertes thermiques a travers la surface latérale. On se place en régime station-
naire.

1. Déterminer la température T (X) dans le fil.

2. Pour quelle abscisse la température passe-t-elle par un maximum ?

3. Ce résultat était-il prévisible par une analyse physique ?

Analyse du probléme

En régime stationnaire, on n’a pas continuité du flux thermique car le fil recoit de
la puissance du circuit électrique. Il faut faire attention aux signes lors de I’écriture
du premier principe de la thermodynamique.

Une analyse des symétrie du probléme permet de prévoir qualitativement ou la tem-
pérature est maximale dans le fil.

z& 1. On considére une tranche de section S= 7a® comprise entre X et X + dx
dx
pendant dt. La résistance de longueur dX et de section Sest: dR= s
v
®(x)dt O (z+dx)dt
x r+dx

Pour une transformation isobare, le premier principe de la thermodynamique
s'écrit :
dH = 0W' +6Q
e En régime stationnaire, dH =H (t+dt) - H ) =0
e SW’ est le travail recu autre que celui des forces de pression. Ici le sys-
téme recoit un travail électrique. En convention récepteur, le travail recu

dx
est 1 OWgee = dRI2dt = — | 2dt.
S
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® /Q est le transfert algébriquement recu. Il vaut :

do
®(X)dt — & (X + dx)dt = —d—xdxdt

Attention aux erreurs de signe pour le travail électrique recu. Il faut bien mettre un

@ signe + devant dRI2dt car c’est bien une énergie regue par le systéme de la part
du circuit électrique. Cette énergie recue est également appelée énergie dissipée
par effet Joule.

2@ La loi de Fourier est :

- —

Jh=—Agrad T

Le flux thermique ou la puissance thermique a travers la section S d’abscis-
se X est:

. dT
O = jnS= —)\&Waz

On obtient donc pour le premier principe :

2
—%:dxdt + j—);l 2t =0= )nraz%dxdt + Vi);z
L'équation différentielle s'écrit :
T 12
axz ~ \ymat
On integre une premiére fois :
dT 12
ax  \ym2at
Une deuxiéme intégration permet d'écrire :
12 x2
T= _W7 + Ax+ B
On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d‘inté-
gration Aet B :

| 2dt

X+ A

TO=Ty=8B
|2 L2
TWLW=Tgp=—-————+AL+B
(L)="To Aym2at 2 AL
On a donc :
B=T,
. 12 L
- MyrZat 2
On obtient finalement :
2
TX)= —— (—x> + LX) + T,
(X) 2 \yrlat ( + )+ 0
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2. On calcule la dérivée de T par rapport a X pour déterminer ot la tempé-
rature passe par un maximum :

dT 12
o= m (=2x+ L)

La dérivée est nulle pour X = %

La température est donc maximale au milieu du fil.

3. Chaque élément de longueur dX du fil recoit la méme énergie électrique.
Les températures sont égales aux deux extrémités. Le plan X = % est un
plan de symétrie pour la température. La température est donc croissante

L L
entre X =0 et X = 0 puis décroissante entre X = ) et L.

On peut donc prévoir qualitativement que la température est maximale au
milieu du fil.

Exercice 14.4 : Résistance thermique entre deux sphéres (PC-PSI)

On considére un matériau conducteur compris entre deux sphéres de centre O, de
rayons R; et R, (R; < Ry), de conductivité thermique A. Les parois sphériques
de ce matériau sont maintenues constantes a la température T; pour r = R; et a
la température T, pour I = R,. On se place en régime stationnaire.

1. Montrer que 1’on a conservation du flux thermique. En déduire la résistance
thermique de ce matériau en fonction de A, R; et R,. Etudier le cas particulier ou
R; et R, sont trés proches.

2. En utilisant la résistance thermique entre une sphére de rayon r et une sphere
de rayon r + dr, proposer une deuxieme méthode permettant de déterminer la
résistance thermique entre les deux spheres.

3. Déterminer I’équation différentielle vérifiée par la température T (r) . Exprimer
la température T (r') en tout point du matériau. En déduire une troisieme métho-
de permettant de déterminer la résistance thermique entre les deux spheres.

Analyse du probléme

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique (ou de la puissance ther-
mique) car il n’y a pas de terme de création. On peut donc définir une résistance
thermique. On va voir trois méthodes pour déterminer la résistance thermique entre
deux spheres.

2& 1. On a une invariance du probléme par rotation d’angle 6 et ¢. La tempé-
rature ne dépend donc que de r en régime stationnaire. Le vecteur densité
de courant thermique est :

b= —AgradT
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Comme T ne dépend que de r, alors ji;, = jmUr. Les surfaces isothermes
sont des sphéres de rayon r.

%

On appelle x la masse volumique du matériau et Cp la capacité thermique

massique du matériau. On suppose la transformation isobare. On applique le
premier principe de la thermodynamique a un volume compris entre les
sphéres de rayon r et r 4+ dr pendant une durée dt :

oT
4 2dr pcp (T (t+dt) — T (1) = 4rrdr ey -dt
=@ (r)dt — & (r +dr)dt

oT
En régime stationnaire <¥ = 0) , onadonc:

dr)=d( +dr)=cte=9

On note @ le flux thermique (ou la puissance thermique) a travers une sphé-
re de rayon r (r compris entre R; et Ry).

On a alors :

> . dT
® = f/ Jth - % = Jth47rr2 = —)\54711’2
S

On sépare les variables :

On intégre entre Rj et Ry :

Lo ® (1 1
7 am0\R R

D'ou :
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La résistance thermique est définie par :
T =T =Ru®r1-2

On en déduit finalement la résistance thermique entre les deux sphéres :

oo L(1 1
TMEIa\R TR

Si Ry et R; sont proches. On pose R, = R; + e. On fait un développement
limité a Uordre 1 :

RN — 1 1 1 . R, — Ry . e - e
T4 \R T R) T 4mRR, 4mARR, 4mAR?

On retrouve la formule démontrée en coordonnées cartésiennes :

e
S'ﬁth = )\_S

avece=R, — Ry et S:47rR%.

Remarque : On pourra faire cette approximation dans les exercices si 1’épaisseur
est petite devant R;.

%

2. La résistance thermique comprise entre une sphére de rayon r et une
sphére de rayon r +dr est d’aprés la question précédente :

B dr
"~ \nr2

Les résistances sont en série puisque le flux est le méme a travers les diffé-
rentes sphéres de rayon r. Il reste a intégrer entre R} et R, pour obtenir la
résistance thermique entre les deux sphéres :

Mo (L
THh= 47\ R1 R2

3. 0n a vu dans la question 1 que :

dgith

oT
8CI) 8 (—)\a—r47rl’2)
0= ——drdt = — drdt
ar or

Aprés simplification, on a :

Comme T ne dépend que de ', on a:

dT
2
r-—=A
dr
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N

Adr
Dot : dT = 2 Lintégration donne :

A
T=——+8B
r
On calcule A et B en utilisant les conditions aux limites :
A
TT=——+8B
1 =) +
T, = A + B
2= R,
P N I el I _ A
Dol : A= 1 1 etB_Tl—l—Rl.
R R,
Le flux de 1 vers 2 est :
. d A T -T
b, = jth47rr2 = A—4nr’ = ——4mr? = (1—2))\471'
dr r2 1 1

Ri R

Finalement, on retrouve bien : T — T, = RNy P17 avec :

Exercice 14.5 : Résistance thermique entre deux cylindres coaxiaux

268

(PC-PSI)

On considere un matériau conducteur compris entre deux cylindres coaxiaux, de
rayons R; et R, (R; < Ry), de conductivité thermique A. Les parois cylindriques
de ce matériau sont maintenues constantes a la température T; pour r = R; et a

la température T, pour r = R,. On se place en régime stationnaire. On néglige
les effets de bord.

1. Montrer que 1’on a conservation du flux thermique. En déduire la résistance
thermique entre deux cylindres de hauteur H en fonction de A, R;, R, et H. Etu-
dier le cas particulier ou R; et R, sont tres proches.

2. En utilisant la résistance thermique entre un cylindre de rayon r et un cylindre
de rayon r + dr, proposer une deuxieme méthode permettant de déterminer la
résistance thermique entre les deux cylindres de hauteur H.

3. Déterminer 1’équation différentielle vérifiée par la température T (1) . Exprimer
la température T (r) en tout point du matériau. En déduire une troisieme métho-
de permettant de déterminer la résistance thermique entre les deux cylindres de
hauteur H.
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Analyse du probléme

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique (ou de la puissance ther-
mique) car il n’y a pas de terme de création. On peut donc définir une résistance
thermique. On va voir trois méthodes pour déterminer la résistance thermique entre
deux cylindres.

%

1. On a une invariance du probléme par rotation d'angle 6 et translation
d'axe Oz La température ne dépend donc que de r en régime stationnaire.
Le vecteur densité de courant thermique est :

- —

Jih=—Agrad T

Comme T ne dépend que de r, alors fth = jmUr. Les surfaces isothermes
sont des cylindres de rayon r.

oY
"\
o, N
\ \
' 5
Y
% 1]
'

T

On appelle 1 la masse volumique du matériau et Cp la capacité thermique
massique du matériau. On suppose la transformation isobare. On applique le

premier principe de la thermodynamique a un volume compris entre les
cylindres de rayon r et r+dr, de hauteur H pendant une durée dt :
oT
2mr Hdr pcp (T (t +dt) — T (1)) = 2ar Hdrucpﬁdt
=0 ((r)dt — d(r +dr)dt
En régime stationnaire, on a donc :
OUr)=d( +dr) =cte=

On note ® le flux thermique (ou la puissance thermique) a travers un
cylindre de rayon r (r compris entre R; et Ry) et de hauteur H.

On a alors :

- . dT
o = f/ Jth - d_)S: Jim2mrH = —)\Ezer
S

On sépare les variables :
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On intégre entre Ry et Ry :

® R,
T =— In (=2
27 T T A n(a)

-T2 (R
A27H R]

La résistance thermique est définie par :

T —Th =RadPi-2

Dot :

On en déduit finalement la résistance thermique entre les deux cylindres :

% 1 I R,
= n{—
* = X2rH\R
Si Ry et R; sont proches. On pose R, = R; + €. On fait un développement
limité a Uordre 1 :

9N 1 I R +e 1 m(1+ e e

B = n = n _ = —0
th = \2rH R A27H R/~ \2rRH
On retrouve la formule démontrée en coordonnées cartésiennes :

e
AS

Rin =

avece=R, — R| et S=27R/H.

Remarque : On pourra faire cette approximation dans les exercices si 1’épaisseur
est petite devant R;.

%

2. La résistance thermique comprise entre un cylindre de rayon r (hauteur
H) et un cylindre de rayon r+dr (hauteur H) est d’aprés la question précé-
dente :

dr
27 H

Les résistances sont en série puisque le flux est le méme a travers les diffé-
rents cylindres de rayon r. Il reste a intégrer entre R; et R, pour obtenir la
résistance thermique entre les deux cylindres de hauteur H :

N ' n(R
. = —INn| —
"= N2rH  \R

3. 0n a vu dans la question 1 que :

a( Z37, rH)

—A—2l

0= Parat = — dr drdt
ar ar

dfnth -
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Aprés simplification, on a :

d ( aT)
0=—(r—
ar ar

Comme T ne dépend que de r, on a:

dT
r—=A
dr
. ..
D'od : dT = - Lintégration donne :
T=Alnr+B

On calcule A et B en utilisant les conditions aux limites :

Ti=AlnR +B
Hh=AhR +B

. Hh-T
Dot : A= etB=T; — AlnR;.
R,
In—
Ri
Le flux de 1 vers 2 est :
. dT A T -T
Dy = ju2mTH = —A—27mrH = ——27rH = M=T2) oK
dr r R,
In—
Ry

Finalement, on retrouve bien : T} — T, = Ry, P12 avec:

M = - In (2
= N2rH Ry

Exercice 14.6 : Chauffage d'une piece (PC-PSI)

On souhaite maintenir constante la température d’une piece a T} = 20°C. La
résistance thermique des 4 murs et du sol est Ry = 10,0 x 1073 KW La

résistance thermique du plafond et des tuiles est Ry = 2,0 x 103KW! La
température de 1’extérieur est Te = 10° C. On se place en régime stationnaire.

1. Calculer la puissance thermique P a apporter a la piece pour maintenir
constante la température.

2. On améliore I’isolation thermique en rajoutant une plaque de matériau isolant
entre le plafond et les tuiles. Calculer la résistance thermique de ce matériau afin
de réaliser une économie de 50% sur la puissance thermique P.

Analyse du probléme

On étudie la puissance thermique nécessaire pour maintenir constante la températu-
re d’une piéce. Comme on se place en régime stationnaire sans terme de création, on
pourra utiliser 1’association série et paralléle des résistances thermiques. Il faut faire
attention aux signes lors de I’orientation des différentes puissances thermiques.
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2& 1. On suppose la transformation isobare. On applique le premier principe de
la thermodynamique a la piéce pendant une durée dt. En régime stationnai-
re, on a:

dH = 6W' +6Q
En régime stationnaire, dH = H (t +dt) — H (1) = 0.
OW’ est le travail recu autre que celui des forces de pression. Ici W' = 0.
En divisant par dt, on a :
0= Ptotal regu

Piotal recu €st la puissance thermique algébriquement recue par la piéce.
Il y a trois puissances thermiques algébriquement regues par la piéce :

Ptotal regu — P+ Pl + P2

® P est la puissance thermique apportée par le chauffage (par exemple un
radiateur électrique).

Te —Ti
e P = ?]{ Lest la puissance thermique recue de 'extérieur a travers les
Nth1
4 murs et le sol.
Te—Ti . . oeas s
e P, = 7 est la puissance thermique recue de l'extérieur a travers les
Nth2

tuiles et le plafond.

Dans I’écriture du premier principe, les puissances sont algébriquement regues par
Te—T

NRih1
ce algébriquement orientée de 1’extérieur vers 1’intérieur.
Ici Te < Tj, donc P; < 0. C’est donc en fait une puissance effectivement fournie
a ’extérieur.

le systéeme. Il faut donc écrire Te — Tj et non Tj — Te car est une puissan-

ZQ On en déduit que :

P:_<Te—Ti +Te«—Ti>
Nin1 N2

P = 6000 W

Do

Remarque : Les deux résistances thermiques sont en parall¢le. La résistance ther-
mique est définie par :
1 1 1

— = +
N RN R
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: . . Te—T
La puissance algébriquement regue de 1’extérieur est e

——. Le premier principe

th
s’écrit alors :

Te—T
Nin
On retrouve le méme résultat que précédemment.

0=P+

2 2. On souhaite avoir la méme température avec une puissance thermique
@ P’ = 3000 W. On appelle 9, la résistance thermique de la plaque de maté-

riau isolant que l'on rajoute entre le plafond et les tuiles. En régime sta-
tionnaire, la résistance thermique du plafond, de la plague de matériau et
des tuiles est alors : Mo + Ny,

Remarque : Les deux résistances sont bien en série car on se place en régime sta-
tionnaire sans terme de création. On a conservation du flux thermique (ou de la
puissance thermique) a travers les différentes sections du plafond, du matériau iso-
lant et des tuiles.

2@ Le bilan thermique s'écrit alors :

Te—Ti  Te—T
P/ - _ ( e‘ | + e I/ )
Nin1 Rinz + Ry

On a alors :
P/—-(T-—T)(1 o )
! T\ N Rz + R
D'ou :
1 _ P’ 1 _ PRt — (Ti — Te)
Nen2 + Ny T -Te R (Ti — Te) R

On obtient finalement :

(T, — To) Rpt
R, = — N
B2 By — (T —Te)

Application numérique : %}, = 3,0 x 1073 K.W~.

Exercice 14.7 : Effet de cave (PC-PSI)

L’atmosphere occupe le demi-espace X < 0 et le sol le demi-espace X > 0. La
température au niveau du sol est : T (0) = Ty + a cos(wt). On utilisera la nota-
tion complexe : T(0)=Ty+aexp(jwt). Pour le sol, on note

p=3,0x10°kg.m™> la masse volumique, ¢ =515Jkg'.K~! la capacité
thermique massique et A = 1,2 W.K~'.m~! la conductivité thermique. On pose

b= | 2
pCw
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1. On cherche une solution de la forme : T (X,t) = To + f (X) exp (juwt).
Déterminer f (X). En déduire T (X,1).
2. Calculer les variations de température a une profondeur de 50 cm pour une

amplitude de variation journaliere de la température T (0) de 15°C autour d’une
température moyenne de 3°C en hiver.

Analyse du probléme

On étudie les répercussions dans le sol des variations de température de I’atmo-
sphere. Il faut savoir établir 1’équation de la diffusion a une dimension en écrivant
le premier principe de la thermodynamique a un systéme bien choisi.

%

L ( | atmosphere

sol

surface S

X

On applique le premier principe de la thermodynamique a un volume de sec-
tion S, compris entre X et X + dX pendant une durée dt :

oT od
pCSAdX—dt = ¢ (xX)dt — & (X + dx)dt = ——dxdt
at aX
En utilisant la loi de Fourier, on a :
. oT
b=)S=-1A—S
ax
On en déduit l'équation de la chaleur :
T pucaT
ax2 X\ ot
En notation complexe, on a :

T =To+ f (O exp(jot)

3’1 coT
L'équation de la chaleur s’écrit alors : a—x; = %8_?
2T 9% f NN PO -
- = t— = X .
avec 2 2 exp (Jwt) e ot T (X) Jwexp (Juwt)
L'équation différentielle devient :
3% f

I e : :
17 oxp (jut) = T f () jwexp (jut)
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En simplifiant, on a :

9% f
LC .
R f(x)=0
2 Jwl (X)
e 2\ e
D'aprés L'énoncé, on pose 6 = | ——. On obtient finalement :
JUCw
ol Y
—— — —f(X)=0
ax? 52—( )
S s ) 2] .
L'équation caractéristique est : < — 5—2 =0, soit :
5
(2= =

B

@ 11 faut savoir que j = exp (j g) , done /] = exp (j %) - ljjj ’

¥

On en déduit :

r:iﬁ 1+ =i1+1
s \ V2 5

On obtient alors :

£(x) = Aexp (@) +Bexp ((HT”X)

La température complexe est :

T=To+ (Aexp (%) exp <_TJX> + Bexp (%) exp (%)) exp (jwt)

Il reste a déterminer les deux constantes d’intégration complexes avec les
conditions aux limites :

e Le sol a une profondeur infinie. Comme la température doit rester finie, on
a nécessairement B = 0.

e Pourz=0,0na:T(0)=Ty+aexp(jwt). Dot A=a.

On obtient alors :

T =T+ aex () ew(i (vt - )

On revient aux grandeurs réelles. Soit :

—X
T (X,t) =Ty +aexp (T) cos (wt — —)
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2. Application numérique : d = 14,6 cm. Pour X = 50 cm, on a :

T (X.t) = 3 4 0,49 cos (wt —_ %)
On a donc des variations trés faibles de la température a une profondeur de
50 cm. Le sol nest plus gelé a cette profondeur. C'est l'effet de cave.
On retrouve une profondeur caractéristique comme dans l'exercice sur l'effet
de peau. Au dela de quelques ¢, les variations de température sont négli-
geables.
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Diffusion
de particules

Exercice 15.1 : Profil de concentration en régime permanent

(PC-PSI)

On considere une solution contenant un compos¢ de densité particulaire n dépen-
dant uniquement de la coordonnée spatiale X. Dans la région (a) de longueur 9,
la densité particulaire est variable avec X, alors que dans la région (b) elle est
constante de valeur nNs. Sur le plan de cote X = 0 est injecté un flux constant de
I’espéce étudiée. On appelle D le coefficient de diffusion dans la région (a).

Injection d’un flux de particules (a)

0 "z
1. Démontrer I’équation aux dérivées partielles vérifiée par la densité particulai-
re N(X,t) en régime variable.
2. Pourquoi cette équation décrit-elle un phénomene irréversible ?

3. Exprimer en régime stationnaire la densité particulaire n(X) ainsi que le flux
de particules injecté en fonction de ng = n(0), ns, §, D et S.

Analyse du probleme

On utilise les coordonnées cartésiennes pour traiter cet exercice de diffusion de par-
ticules. On effectue un bilan de particules pendant dt sur volume Sdx pour obtenir
I’équation aux dérivées partielles.

En régime stationnaire, on obtient une équation différentielle avec une seule
variable. On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d’in-
tégration.
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%

1. On effectue un bilan de particules pendant dt sur un volume de section
S compris entre X et X + dX :

| | | |
| | | |
0 T r+dz 1)

v

La variation du nombre de particules pendant dt est égale au nombre de par-
ticules qui rentrent pendant dt — le nombre de particules qui sortent pen-
dant dt + le nombre de particules qui sont produites pendant dt.

e On appelle d*>N la variation du nombre de particules pendant dt. A ins-
tant t, le nombre de particules est n(t) Sdx. A linstant t 4 dt, le nombre
de particules est n(t + dt) Sdx. On a donc :

5
N = (n(t +dt) — n (1)) Sdx = B—?dtde

e (e qui rentre pendant dt a l'abscisse X : jp(X)Sdt.
e (e qui sort pendant dt a l'abscisse X + dX : jp(X + dx)Sdt.
e Il n'y a pas de particules produites dans le volume Sdx.

Le bilan de particules s'écrit donc :
an : : ]
ﬁdtSdX = jp(X) &dt — jp (X + dx) Sdt = —%dedt

La loi de Fick s’écrit :

> —_— an_
=—-Dgradn=—-D—uU
s} g ax X
On obtient 'équation aux dérivées partielles :
on _ _9’n
at — ax2
n
2. En régime stationnaire, on a : o 0. Une premiére intégration permet
. . dn N
d'écrire : ix A. Une deuxiéme intégration donne :
nx)=Ax+B

On utilise les conditions aux limites pour déterminer A et B :
e Pour X =0 : n(0) =ny = B.
e Pour X =94 :n(5) =nsg= Ad+ B.
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Ns—n
On obtient finalement : B=ng et A= %.
La densité particulaire n(X) est donc :
Ns—n
nx) = — x4 n
)
Le vecteur densité de flux de particules est :
- —_— - Ns—n —
jop = —Dgradn = —Aly = —% X

Le flux de particules a travers une surface S est :

- Ng—nN
<I>=/fjo-d7s=158=—%s
S

Remarque : En régime stationnaire sans terme de création, on a conserva-
tion du flux de particules a travers les différentes sections du cylindre (a).
On vérifie que si Ns > Ny, le flux est bien positif.

Exercice 15.2 : Diffusion dans un cylindre (PC-PSI)

On considére un cylindre d’axe Oz de longueur L trés grande devant le rayon
R;. On creuse dans ce cylindre une cavité cylindrique de méme axe, de rayon Ry,
remplie d’un gaz avec une densité particulaire N; maintenue constante. On négli-
ge les effets de bord ce qui revient a considérer la diffusion radiale entre r = Ry
et r = Ry. On note D le coefficient de diffusion.

1. Démontrer I’équation aux dérivées partielles vérifiée par la densité particulai-
re N(r,t) en régime variable.

2. On se place en régime stationnaire. Exprimer la densité particulaire n(r) pour
r compris entre R; et Ry en fonction de ny, r, D, R; et jp; (densité de flux de
particules pour r = R}). En déduire le vecteur densité de flux de particules en
fonction de jp;, Ry et r.

Analyse du probleme

On utilise les coordonnées cylindriques pour traiter cet exercice de diffusion de par-
ticules. L’exercice ne donne pas le Laplacien en coordonnées cylindriques. 11 faut
donc effectuer un bilan de particules pendant dt sur le volume compris entre le
cylindre de rayon r et le cylindre de rayon r + dr pour obtenir 1’équation aux déri-
vées partielles.

En régime stationnaire, on obtient une équation différentielle avec une seule
variable. On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d’in-
tégration : continuité de la densité particulaire et continuité du flux de particules a
la traversée d’une surface.
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2& On effectue un bilan de particules pendant dt sur un volume de hauteur h
compris entre le cylindre de rayon r et le cylindre de rayon r 4 dr :
z z
N N
L2 — | » —a——
i roo]
ni |l e
[ ] 1
o Oor—&—g_f_,.-
//__\\ ‘i’ /f—%\

e On appelle d*>N la variation du nombre de particules pendant dt. A
linstant t, le nombre de particules est N(t) x h x 2zr x dr. A linstant
t +dt, le nombre de particules est n(t +dt) x h x 2ar x dr. On a
donc :

N =(n+dt)—n)h2rrdr =E;—?dth27rr dr

e (Ce qui rentre pendant dt en r : jp(r)2arhdt.

e Ce qui sort pendant dt en r 4+dr : jp(r 4+ dr)2x«(r 4 dr)hdt.

e Il n'y a pas de particules produites dans le volume h x 2zr x dr.
Le bilan de particules s'écrit donc :

(r;—?dt h2rrdr =2xhdt[jp(r)r — jp (r +dr) (r +dr)]

@ Il ne faut pas appliquer la formule de Taylor a jp mais & la fonction f (r) =rjp :

of
f@+d)= f(r)+§dr

On a alors :

2@ on 9(rj
—rdr = — ( JD)dr
ot ar
La loi de Fick s'écrit :
- on
jD=—D§%n=—D§w

On obtient I'équation aux dérivées partielles :

an
on 1 BQD§>
D "7

at r ar
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2. En régime stationnaire, on a :

d
d(rbg) o
dr
dn
Onadonc:rD—=A
dr
, . Adr .
On sépare les variables : dn = DT Soit :
A
n=—Inr+B
D +
On a deux constantes d‘intégration A et B. Il faut donc deux conditions aux

limites.

En régime permanent, sans terme de création, on a conservation du flux de
particules a travers un cylindre de hauteur h et de rayon r (avec r compris
entre Ry et Ry).

Le flux de particules est :

q>=// io-dS= jDzwrh:—Dj—?brrh
S

A
= — — ) 2arh = =27 Ah
( Dr ) T T
Le flux de particules ne dépend pas de r. On a deux conditions aux limites :
e Continuité de la densité particulaire pour r = Ry :
A
n = B InR, +B

e Continuité du flux de particules pour r = R; :
o = jD127TR1h = —27I'Ah

On a donc :
A=—jpiR 5
B=n, + 2 h R,
On a finalement :
jo1Ri jo1Ri jpiRi ., r
N=————1Inr +n InR; = — In— +n
Dn+1+Dn1 Dan+1

Le vecteur densité de flux de particules est :

d e . R N
Jo =—Dgradn = JDlTlUr

Remarque: On vérifie I’homogénéité et la pertinence de de la derniére relation. Si
jp1 > 0, on a bien un flux de particules dirigé suivant +U.
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Potentiels
thermodynamiques

Exercice 16.1 : Bouteille d’air comprimé (PC)

On considere une bouteille d’air comprimé de volume V; = 50 L, a la pression
p1 = 50 bar et a la température T; = 290 K. Elle est en contact avec 1’atmosphe-
re a la température Ty = 290 K et a la pression pp = 1,0 bar. On suppose que I’air
est un gaz parfait.

1. Calculer le travail maximum récupérable pour une évolution monotherme de
I’état 1 vers I’état 2 (p, = 1,0 bar).

2. On suppose qu’une partie de ce travail récupérable est utilisé pour lutter contre
la pression atmosphérique. Calculer le travail maximum récupérable dans cette
condition ?

Analyse du probléme

Cet exercice traite du travail maximum récupérable pour une évolution monother-
me. I faut utiliser le potentiel thermodynamique F* dans la premiére question et le
potentiel thermodynamique G* dans la deuxiéme question puisqu’on tient compte
du travail des forces de pression.

1. Travail maximum récupérable

Systéme fermé : air compris dans la bouteille.
Etat initial 1 Etat fina 2
Vi =50L \2)

p1 = 50 bar e P = po = 1,0 bar

Le premier et le deuxiéme principe de la thermodynamique s’écrivent pour le
systéme fermé :
AU =W+ Q

AS=Se+&=TgO+Sb
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En remplacant Q par AU — W dans la deuxiéme équation, on a :

AU —W

AS
To

-5

L'entropie créée est positive ou nulle. On a alors :
ToAS— AU +W >0
Soit :
—(AU — THAS) > —W

On définit le potentiel thermodynamique F* =U — TyS. On en déduit
que :

—AF* > —-W

Le travail W est algébriquement recu par le systéme. Le travail fourni par le sys-
téme vaut donc —W.

Comme —W < —AF*, le travail maximum récupérable est —AF*,

¥

Calcul du potentiel thermodynamique F*

Lair est un gaz parfait. On a donc dU = Cy dT. On appelle Ur l'énergie
interne pour une température de référence T..r. On a alors :

U= Uref + CV (T - Tref)

Remarque: Pour calculer I’entropie, on utilise le jeu de variables (T, p) plutot que
le jeu de variables (T,V) puisqu’on connait bien les températures et les pressions.
Il faut exprimer dH de deux maniéres.

dH = Cp dT
0 dH = T dS+ V dp

En utilisant pV = nRT, on obtient :

.
ds=cpT _hRr4P
T p

On intégre entre un état de référence et un état quelconque :

T
S— Ser=Cpln — —nRIn -
ref Pref
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Le potentiel thermodynamique F* vaut alors :

T
F*:Uref+CV (T —Tep) — To (Sef+ Cpln —nRIn i)
Tref Pref

On en déduit la variation de F* entre l'état 1 et l'état 2 :

AF =F —F =T, (ann %)
1

On écrit l'équation d'état des gaz parfaits dans l'état 1 : p;V; = nRTy. On
a alors :

AF* = —p VI 2
P2

Le travail maximum récupérable vaut donc :
_AFF =V, ln% —98x10°]

Il est obtenu pour une évolution monotherme réversible.

2. Travail maximum récupérable

Systéme : air compris dans le bouteille. Cest un systéme fermé.
Etat initial 1 Etat fina 2
Vi =50L V,

p] = 50 bar - pz = p() = 1’0 bar
T, =Ty =290K T, =Ty =290K

Le premier et le deuxiéme principe de la thermodynamique s'écrivent pour le
systéme fermé :

AU =W+ Q
AS=%+$=%+&

Il faut tenir compte du travail des forces de pression pour lutter contre la
pression atmosphérique.

e |e travail élémentaire des forces de pression est — pPext dV. La pression
extérieure vaut ici po. Le travail des forces de pression entre 'état 1 et
l'état 2 vaut : Wyression = —Po(V2 — V).

e e travail autre que celui des forces de pression est noté W’.
Le travail algébriquement recu par le systéme est :

W= —po(Va = V) + W
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En remplacant Q par AU — W dans l'expression de AS, on a:

AU —W

AS
To

-5
L'entropie créée est positive ou nulle. On a alors :
ToAS— AU — po(Vo — V) + W >0
Soit :
—(AU + ppAV — THAS) > —W/

On  définit le potentiel thermodynamique G* =F*+ pyV
=U — TpS+ ppV. On en déduit que :

—AG* > —W

Calcul du potentiel thermodynamique G*
On a vu que le potentiel thermodynamique F* vaut :

T
F*=Uref+CV (T —=Tep) — To (Sef+ Cpln —nRIn i)
Tref Pref

On a alors :

T
G " =Ur+Cy (T —Twer) — To (Sef+Cp In —nRIn pf) )—I—pOV
ref ef

On en déduit la variation de G* entre 'état 1 et l'état 2 :

AG" = G; — GT =T (anl’l %) + po(V2 — V1)
1

Remarque
On peut en déduire AG* a partir de AF* :

AG* = AF* + A (pV)

2& On écrit l'équation d'état des gaz parfaits dans létat 1 (p;V; = nRTy) et
dans létat 2 (p,Vo = NRTy). On a alors :

AG* = —p Vi In Ll + Po <&Vl - V1>
P2 P2
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Le travail maximum récupérable vaut donc :

—AG*=pVi1In L poVi (& — 1) =73x10°]
P2 P2

Le travail maximum récupérable est plus faible dans la question 1 puisqu’une
partie du travail a servi a lutter contre la pression atmosphérique.
Le travail maximum récupérable est obtenu pour une évolution réversible.

Exercice 16.2 : Travail maximum récupérable (PC)

On considére une masse m = 500 g d’eau qui passe de 1’état 1 a 1’état 2. Elle est
en contact avec 1’atmosphere a la température Tp = 300 K et a la pression py = 1
bar. Les parois entre la masse d’eau et I’atmosphere sont thermiquement conduc-
trices.

On donne les tables thermodynamiques suivantes :

Etat 1 - eau a I’état gazeux : T =500 K ; p = 50 bar ; v = 0,02966 m> kg~ ;
h=2568 klkg™' ;s=5534Jkg ! K™!

Etat 2 - eau a 1’état liquide : T =300 K ; p =1 bar ; v = 0,001 m’kg™' ;
h=112klkg™!;s=391Jkg ' K!

Calculer le travail maximum récupérable.

Analyse du probleme

L’évolution est monotherme et monobare. On utilisera donc le potentiel thermody-
namique G* pour calculer le travail maximum récupérable.

2@ Systéme fermé : masse m d'eau.
Etat initial 1 Etat fina 2
v1 = 0,02966 m> kg~! _, |v2=0,001 m3 kg™!
p; = 50 bar p2 = po = 1,0 bar
T =To=500K T, =Ty =300K

Le premier et le deuxiéme principe de la thermodynamique s’écrivent pour le
systéme fermé :

AU =W+ Q
ASZSe+S::g+S:
To

Il faut tenir compte du travail des forces de pression puisque le volume varie

e |e travail élémentaire des forces de pression est —Pext dV. La pression
extérieure vaut ici pg. Le travail des forces de pression entre l'état 1 et
l'état 2 vaut : Wression = —Po(V2 — V).

® Le travail autre que celui des forces de pression est noté W',
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Le travail algébriquement recu par le systéme est :
W=—py(V2 = Vi) + W
En remplacant Q par AU — W dans l'expression de AS, on a:

AU — W
To

AS =&

L'entropie créée est positive ou nulle. On a alors :
ToAS— AU — po(V, — V) + W >0

Soit :
—(AU + ppAV — THAS) > —W/

On  définit le potentiel thermodynamique G* =F*+ pyV
=U—ToS+ poV.
On en déduit que :

—AG* > —W

Calcul du potentiel thermodynamique G*

Le potentiel thermodynamique F* vaut : F* =U — TyS.
Le potentiel thermodynamique G* vaut : G* = F* 4 pgV.
Dans les tables thermodynamiques, on connait U'enthalpie définie par :
H=U+ pV.
On a donc :
G*=F*+pV=U-=-TpS+ pV =H—pV —TyS+ pV

& 11 ne faut pas confondre les définitions de I’enthalpie libre G et du potentiel ther-
modynamique G*.

2@ En utilisant les grandeurs massiques, on a :

G* =m(h — pv — Tos+ pov)
La variation de G* entre 'état 1 et l'état 2 :

AG" = G — G = m(hy — pv2 — ToS + Pov2)
—m(hy — prvy — TosSi + povi)

Le travail maximum récupérable vaut donc :
~AG*=3,8x10]J

Le travail maximum récupérable est obtenu pour une évolution réversible.
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Corps pur
sous deux phases

Exercice 17.1 : Machine frigorifique (PC)

On étudie le cycle de ’eau d’une machine frigorifique. La capacité thermique
massique de 1’eau liquide est €. La température critique de I’eau est T, = 647 K.
L’eau dans I’état D est a la température Ty = 288 K sur la courbe de rosée. L’eau
subit les transformations réversibles suivantes :

* DA : condensation isotherme a la température T;. L’eau dans I’état A est sur la
courbe d’ébullition.

* AB : détente adiabatique réversible. L’eau dans 1’état B est a la température
To = 268 K. Le titre massique en vapeur au point B est noté Xg.

» BC : vaporisation isotherme. Le titre massique en vapeur au point C est noté Xc.
» CD : compression adiabatique réversible.

Les enthalpies massiques de vaporisation pour les températures Ty et T; sont
notées respectivement g et |;.

1. Représenter le cycle dans le diagramme de Clapeyron. Déterminer les titres
massiques en vapeur Xg et Xc en fonction de ¢, Ty, Ty,lg et I;.

2. Déterminer les transferts thermiques massiques regus par 1’eau au cours des
transformations BC et DA. Déterminer le travail massique regu par I’eau au
cours du cycle.

3. La machine frigorifique consomme du travail et préléve un transfert thermique
a la source froide (température Typ). Calculer I’efficacité de la machine frigorifique.

Analyse du probléme

11 faut étre tres attentif lors de la lecture de I’énoncé : bien identifier les paliers de
pression et regarder si I’énoncé donne des tables thermodynamiques complétes ou
incomplétes. On retrouve 1’efficacité de Carnot puisqu’on a une machine cyclique
ditherme constituée de 2 isothermes et 2 adiabatiques réversibles.
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292

Cours:
On représente souvent le diagramme de Clapeyron représentant la pression p en fonction du
volume massique v du corps pur.

p

point critique

isotherme critique
isotherme T’

isotherme T

courbe courbe
d'ébullition de rosée
e
v

1. Etude thermodynamique avec des tables complétes ou des diagrammes ther mody-
namiques

On connait les enthalpies, entropies massiques du liquide saturant et de la vapeur saturante
pour différentes températures. On utilisera trés souvent le théoréme des moments avec I’en-
tropie massique, I’enthalpie massique ou le volume massique. Si dans une transformation,
I’entropie joue un rdle important (exemple adiabatique réversible, donc isentropique), on
utilisera le théoréme des moments avec S :

S—S_ LM
sziz—
Sv — SL LV

On utilisera également une relation qui est dérivée du théoréme des moments

S=XySy + (I —Xy)SL.
De mé ¢ éerire © X h—hp LM ¢ x v — L LM
¢ meme, on peut ecrire © = — = —— € = = —.
peu VZhv—h, LV VT oo LV
2. Etude thermodynamique avec des tables incomplétes

Si 1’énoncé donne des tables thermodynamiques incomplétes, on utilisera des modéles
approchés. Souvent, on donne C la capacité thermique massique du liquide. On prendra alors
le modéle du liquide incompressible. On appelle | la chaleur latente massique de vaporisa-
tion (notée parfois dans les exercices |, ou L) a la température T.

Variation d’enthalpie massique entre Ag et L :

Pour un liquide incompressible, on a : dh = ¢dT. On en déduit que :
AhA()*)L =c(T —Ty)

Le liquide est incompressible, donc le volume massique v est quasiment constant.
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Cours:Onadonc:du~cdTetdu=Tds— pdv~Tds.

dT
On obtient : dS = C?. On intégre entre Top et T :

AS cl T
= n—

Ag— L TO
Variation d’enthalpie massique entre M, et M» sur le palier :
P

isotherme T'

courbe courbe
d'ébullition de rosée

v

On se déplace sur le palier d’équilibre liquide-vapeur du point M au point M,.

En un point M du palier, on a : hyy = xyhy + (1 — xy) h.

Au point M, ona: h; =xyihy + (1 —xyp) ht.

Au point My, on a : hy = Xy2hy + (1 — Xxy2) h.

On a donc : hy — h; = Xy, (hy —hp) — xy1 (hy — h). La chaleur latente massique de
vaporisation est définie par Iy = hy — hp. On a donc :

hy —hp = (xv2 —xv) v (T)
L’identité thermodynamique sur le palier (p = cte) s’écrit: dh =T ds+vdp =T ds. On

- Iy (T
en déduit que : S —5 = (xv2 X_\r/I) v (T)

1. Le diagramme de Clapeyron est le diagramme (p,v).

Y, ‘

point critique

Ter
AO Tl
To
courbe
d’ébullition de rosée
v
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La transformation AB est isentropique :

On choisit le chemin AAyB car l'entropie S est une fonction d’état. La varia-
tion d’entropie entre A et B ne dépend pas du chemin suivi :

S8 — Sa = (S8 — Sao) + (Sao — Sa)

S
On considére une masse md'eau. Lentropie massique est définie par s = -

On en déduit que :

| T,
SE—Sa=0=(Ss—Sa0) + (S0 —SA) =Xg— +GlIn (2] =0
To T

Ce qui donne :

« To | T
= — n e

B lo G T

La transformation CD est isentropique :

On choisit le chemin CAyAD. On a donc :

Sp —Sc =0 =(Sp —Sa) + (Sa — Sao) + (Sa0 — S¢)

|0 Tl Il
CT0+CI n(T@) T

On en déduit que :

To T To Iy
xe=-2gn (1) + 22t
¢ |0qn(To)+T1|0

2. On considére une masse m d’eau qui décrit le cycle ABCD.
Calcul de gg—.c :

La transformation B — C est isobare. Le premier principe de la thermody-
namique s'écrit pour le systéme fermé en grandeurs massiques :

Ahg_.c =0g-c =Qo

Le transfert thermique massique (p recu au cours de cette transformation est :
To
do = (Xxc —XB) lo = =1
T
Calcul de gp—na :

La transformation D — A est isobare. Le premier principe de la thermody-
namique s'écrit pour le systéme fermé en grandeurs massiques :
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Ahp_a=0p-a=0
Le transfert thermique massique (; recu au cours de cette transformation est :
g =—h

Calcul de w :

Pour calculer le travail massique recu au cours du cycle, il faut écrire le pre-
mier principe de la thermodynamique sur un cycle :

O=w+0go+0q
On a alors :
w=—Q—0q
3. Lefficacité est définie par :

utile do

dépense  w

On a donc :
ToI
pe W 7' T T
ar +do To TiTo—T
I+ =h
T
dou :
To Tk

= 13,4

=T T, Tc—T¢
On retrouve bien lefficacité de Carnot puisqu’'on a une machine cyclique
ditherme réversible.

Remarque

En pratique le point C doit se trouver sur la courbe de rosée pour avoir une com-
pression monophasique. Pour ne pas avoir des gouttes de liquide dans le compres-
seur, on réalise méme une surchauffe de la vapeur avant d’entrer dans le compres-
seur. Cette surchauffe se fait a pression constante. On arrive a un point C" dans le
domaine de la vapeur séche.
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Exercice 17.2 : Cycle de Rankine (PC)

296

Le cycle de Rankine est le cycle de base des centrales nucléaires. La pompe d’ali-
mentation porte 1’eau liquide saturante (état 0) de la basse pression py du conden-
seur a la pression p; du générateur de vapeur (GV) de fagon adiabatique réver-
sible (état 1). L’eau liquide comprimée entre ensuite dans le générateur de vapeur,
isobare, ou elle est chauffée jusqu’a la température T, du changement d’état (état
1”), puis totalement vaporisée (état 2). La vapeur saturante seche produite subit
ensuite une détente adiabatique réversible (2-3) dans une turbine. Le fluide
pénetre ensuite dans le condenseur isobare pour y étre totalement condensé (état
0) a la température T;. On appelle T, la température critique de I’eau. On négli-
gera le travail consommé par la pompe devant les autres termes énergétiques de
I’installation. On admet que h; = hy. On donne : T; =30 °C ; T, =300 °C et T,
=374 °C.
On rappelle que pour un systéme ouvert constitué¢ par le fluide contenu dans un
des composants du cycle, recevant un travail indiqué massique wj (travail autre
que celui des forces de pression) et un transfert thermique massique (, le premier
principe de la thermodynamique s’écrit en régime permanent : Ah = w; + Q.
Extraits de tables thermodynamiques pour 1’eau sur le palier d’équilibre liquide-
vapeur :
Liquide saturant a p; = 85,9 bar et 300 °C : s = 324 klkg ! K! ;
h=1345klkg™!.
Liquide saturant a po = 0,04 bar et 30 °C : s=0,44 kl.kg™' K~! ;h=126 kJ kg~!.
Vapeur saturante séche a 85,9 bar et 300 °C : s = 5,57 kJ.kg_1 K1
h=2749 kJ kg~
Vapeur saturante seéche a 0,04 bar et 30 °C : s = 846 kJ .kg_1 K1
h=2566 kl.kg™'.
1. Représenter 1’allure du cycle décrit par le fluide dans le diagramme de
Clapeyron.
2. Déterminer le titre massique et I’enthalpie massique de la vapeur a la sortie de
la turbine.
— Whurbine

dev
4. Dans quel état se trouve le fluide a la fin de la détente dans la turbine ?
Pourquoi est-ce un inconvénient pour les parties mobiles de la machine ?

3. Calculer I’efficacité du cycle n =

Analyse du probléme

Il faut étre trés attentif lors de la lecture de I’énoncé : bien identifier les paliers de
pression et regarder si I’énoncé donne des tables thermodynamiques complétes ou
incomplétes. L’efficacité n’est pas égale a I’efficacité de Carnot puisqu’on n’a pas
une machine cyclique ditherme réversible. Il faut bien remarquer qu’une transfor-
mation isobare n’est pas nécessairement réversible.
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1. Le diagramme de Clapeyron est le diagramme (p,v).

p
point critique

isotherme critique
» 1|y1 2
N
0 3 13
\ﬂ

courbe d'ébullition courbe de rosée

v

2. La transformation 2 — 3 est adiabatique réversible, donc isentropique.
On a alors :

ss=s =sy (Th) =5,57klkg L.K™!

On utilise le théoreme des moments sur le palier d’équilibre liquide-vapeur a
la température Tj. Le titre massique en vapeur au point 3 est :

LM -5 (M) sy(T)—s.(T)

Xy = = =
LV sy (Ty) —s () sv(Ty) —s.(Ty)
5,57 — 0,44
= = 0,64
8,46 — 0,44

On en déduit l'enthalpie massique au point 3 :

hs; = xvhy (T)) + (1 — xv) hy (T)) = 1687,6 kI .kg™!

3. Premier principe de la thermodynamique a la transformation 2 — 3 :
h; —hy = wy

puisque la turbine est calorifugée. wj est le travail indiqué massique recu
par le fluide. Il est toujours négatif pour une turbine.

Premier principe de la thermodynamique a la transformation 1 — 2 :
h, —h; = ggv

puisqu’il n'y a pas de partie mobile de la machine, c'est-a-dire pas de travail
autre que celui des forces de pression.
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Calcul de l'efficacité :

_ —Wuine _ — (h3 —hy)  —(1687,6 —2749)

— — = 40,5°
Jov (h, — hy) 2749 — 126 %

4. D'apreés le diagramme (p,v), la vapeur est saturante a la fin de la déten-
te. Il y a donc des conditions difficiles pour les parties mobiles de la machi-
ne a cause de la corrosion.

Remarque

Le cycle de Rankine malgré les inconvénients d’un mélange humide est utilisé dans
la marine : propulsion des sous-marins nucléaires, porte-avion Charles de Gaulle.
Une contrainte importante est d’avoir une chaufferie la plus fiable et la plus com-
pacte possible. Par contre, la turbine est trés sensible a la corrosion.

Exercice 17.3 : Diagramme (p,T) et relation de Clapeyron (PC)

On appelle |, Iy et |srespectivement les enthalpies massique de fusion, vapori-
sation et sublimation pour I’eau. La masse molaire de 1’eau est notée Me,,. On
supposera que le volume massique de la vapeur d’eau est trés grand devant le
volume massique de 1’eau a 1’état solide et liquide.

Extrait des tables thermodynamiques :

Point triple de ’eau : T, = 273,16 K ; py = 6 x 1073 bar.
Point critique de I’eau : Tc = 374°C ; pc = 220 bar.

Constante des gaz parfaits : R = 8,314 J.K~!.mol~!

1. Rappeler la relation de Clapeyron.

2. Représenter graphiquement le diagramme (p, T) pour I’eau. Quel est le signe
la pente de la courbe de fusion ?

3. Quelle relation a-t-on entre les enthalpies massiques de changement d’état au

d d
point triple ? Montrer qu’au point triple (—p) > (—p) .
dT sub dT vap

4. On suppose qu’entre Ty et 150°C, on peut utiliser le modele du gaz parfait et
que I’enthalpie massique de vaporisation est constante. Déterminer la pression de
vapeur saturante Ps en fonction de la température T pour I’équilibre liquide-
vapeur.

Analyse du probléme

La relation de Clapeyron permet d’expliquer le signe de la pente de la courbe de
fusion. On peut également déterminer la pression en fonction de la température sur
la courbe de changement d’état.
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1. La relation de Clapeyron est :

dp
li2 =T (v2 —vy) T
l1_,, désigne la chaleur latente massique de changement d’état de la phase
1 a la phase 2.
T et p désignent respectivement la température et la pression du change-
ment d'état.
v; et vy désignent les volumes massiques des phases 1 et 2.

d
d—_? est la pente de la courbe p = f (T) dans le diagramme (p,T).

2. La masse volumique de l'eau a 'état solide est plus petite que la masse
volumique de l'eau liquide. Le volume massique de l'eau a l'état solide est
donc plus grand que le volume massique de l'eau liquide.

Il faut fournir de U'énergie pour passer de 'état solide a l'état liquide, donc
||: > 0.

La formule de Clapeyron s'écrit pour la fusion :

dp
le =T — _r
- (UL US) (dT )fusion

Comme Ig > 0 et v — vs < 0, on en déduit que :

(%) <0
dT fusion

Le diagramme (P, T) pour l'eau est :

p
/'S

fusion

SOLIDE
LIQUIDE

vaporisation
T

VAPEUR

sublimation

S
7

T

Remarque : Le cas le plus général est celui ou la pente de la courbe de fusion est

positive.
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3. Au point triple y, les trois états solide, liquide et vapeur peuvent coexis-
ter. La variance vaut 0. On a :

hv (Ty) = hs(Ty) = {hv (Ty) = he (Ty)} + {he (Ty) — hs(Ty)}

On en déduit immédiatement qu’au point triple :

Is(Ty) =1 (Ty) + v (Ty)

Les enthalpies de sublimation, fusion et vaporisation sont positives.
Au point triple, les relations de Clapeyron s’écrivent :

d d
|s(Ty) =T (vy — vg) <d—_II:_)) . ~ Toy (d_-?) .

d d
lv (Ty) =T (vy —vL) (d—_?) ~ Toy (d—_lrf)
vap vap

Comme Is(Ty) > Iv (Ty), alors

().~ (&)
[E— > R
dr sub dT vap

4. Comme v < vy, la relation de Clapeyron s'écrit :

d
IV = Tvvd—_F:_S

La masse volumique de la vapeur d'eau est :

. PsMeau
 RT

On en déduit le volume massique de la vapeur d’eau :

W 1 RT

UV = = — =
my u PsMeau
On en déduit :
RT dps
ly = —
PsMeay dT
On sépare les variables :
d LM
dPs — — T
Ps RT?
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En intégrant entre Ty et T, on obtient :

ps(T) LMeau<1 1)
n = —

Pu R \T Ty

1

Remarque: Cette formule approchée donne des résultats & 1% pres pour I’eau avec
des températures comprises entre 0°C et 150°C.

Exercice 17.4 : Surfusion (PC)

Une masse d’eau de 500 g se trouve a 1’état liquide dans un thermostat a —5°C,
sous la pression atmosphérique normale. On fait cesser cet état d’équilibre méta-
stable en ajoutant un germe de glace a 1’eau.

Extrait des tables thermodynamiques :

Enthalpie massique de fusion de la glace 4 0°C : Iz = 336 kJ.kg™!
Capacité thermique massique de ’eau liquide : ¢, = 4,2 x 10> J.kg=' . K~!
Capacité thermique massique de la glace : cg = 2,1 x 10° J kg~ K™!

1. Qu’appelle-t-on la surfusion ?

2. Effectuer un bilan d’entropie. Calculer I’entropie créée.

Analyse du probléme

Le bilan d’entropie se fait en trois étapes : calcul de la variation d’entropie, de 1’en-
tropie échangée et de I’entropie créée. Comme 1’entropie est une fonction d’état, la
variation d’entropie entre 1’état initial et 1’état final ne dépend pas du chemin suivi.
On utilisera un autre chemin pour aller de 1’état initial vers 1’état final pour calcu-
ler la variation d’entropie.

z@ 1. La surfusion est 'état d'un systéme qui reste en phase liquide alors que

sa température est plus basse que son point de fusion. Cest un état méta-
stable, c’est-a-dire qu'une petite perturbation suffit pour déclencher le chan-
gement d’état liquide-solide.

2. Le systéme fermé étudié est l'eau de masse m= 500 g.

Etat initial | Etat fina F
eau liquide — | eau solide
Ts = -5°C=268K Ts = —-5°C=268K

Calcul de la variation d’entropie
On envisage le chemin | — 1 — 2 — F pour aller de l'état initial a l'état

final.
Etat initial | Etat 1 Etat 2
eau liquide — | eau liquide — | eau solide
Ts = —-5°C=268K Tp =0°C=273K To=0°C =273K
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Etat fina F
— | eau solide
Tg= —5°C =268 K

La variation d’entropie entre |'état initial et 'état final est :

AS|—>F - AS|—>l + ASI—)Z + ASl—)F

Toutes les transformations se font a pression constante :
e Pour le liquide : dH =TdS+Vdp=TdS=mc_dT, dou
dT
dS=mc. —.
“T

On obtient :

T
AS_;=mc_ In 0
Ts

e Pour le changement d'état a température et pression constante :
dH = Ty dS+ Vdp = Ty dS, soit :

—mI.:

ASl—>2 = TO

e Pour le solide :
dT
dH =TdS+ Vdp =TdS=mcg dT, dot dS= mCG?.
On obtient :

T
AS_F =mCg In _S
To

Il ne faut pas oublier le signe (—) car on a un changement d’état liquide-solide. I1
faut bien mettre les températures en kelvin pour effectuer les applications numé-
riques.

2& On obtient finalement :

To mlg Ts -1
ASF=mc . In— — — +mMcg In — = —-596J.K
S_F L nTs T + mcg nTo

Calcul de U'entropie échangée
Lentropie échangée est :
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Pour calculer Q, on applique le premier principe a la masse d’eau.
La transformation est isobare. On a donc :

AH_F=Q
On utilise le méme chemin que dans la question précédente :
AH L =AH 1 + AH 2+ AHy L F
On a alors :
Q=AH g =mc_ (Ty — Ts) —mlg + mcg (Ts — Ty) = —163 kJ
L'entropie échangée est donc :

S = Q_ 6071k
Ts

Calcul de U'entropie créée

L'entropie créée est définie par: AS= S + &.
L'entropie créée vaut donc :

S=AS—-S=11JK!'>0

L'entropie créée est positive. La transformation est donc irréversible. Les
causes dirréversibilité sont les transferts thermiques qui se font entre des
corps a des températures différentes.
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Interferences

Exercice 18.1 : Fentes d'Young et largeur de la source (PC-PSI)

On considére deux fentes S et S identiques, distantes de a et trés fines. Les dis-
tances D et d sont trés grandes devant a. L’indice de I’air vaut 1. La source de
lumiere de longueur d’onde dans le vide A\ est placée en S.

1. Comment s’appelle le dispositif ?
2. Démontrer la formule des interférences a deux ondes.
3. Calculer I’éclairement en un point M de I’écran. Que vaut I’interfrange ?

4. On tient compte de la largeur b de la source S. Représenter graphiquement le
contraste de la figure d’interférences en fonction de b.

Analyse du probleme

Cet exercice traite du montage classique des fentes d’Young avec un objet a distan-
ce finie. On étudie I’influence de la largeur de la source sur le contraste. On obser-
ve un brouillage de la figure d’interférences avec une source large.

Cours: Une onde monochromatique peut se mettre sous la forme :
s(M,t) = A(M)cos (wt — ¢ (M))
La notation complexe s’écrit :
s(M,t) = A(M)exp (i (¢ (M) —wt))
L’amplitude complexe est :
a(M)=AM)exp(i¢(M))
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Attention : on peut rencontrer dans les exercices une autre convention :
s= Aexp (i (wt —¢)) au lieu de s= Aexp(—i (wt — ¢)). L’amplitude com-
plexe s’écrit alors : @ = A exp (—i¢)

Cours: L’éclairement est défini : ¢ (M) = Ka (M) a* (M). K est un coefficient de propor-
tionnalité que 1’on prend parfois égal a 1 dans certains exercices.

Dans un milieu homogeéne et isotrope, 1’énergie lumineuse se propage de fagon rectiligne
selon des directions que I’on appelle rayons lumineux.

On rencontre deux dispositifs pour obtenir deux ondes a partir d’une seule onde :

+ division du front d’onde : les deux ondes proviennent de rayons lumineux différents issus
de la source avec une division géométrique.

+ division d’amplitude : les deux ondes proviennent du méme rayon lumineux issu de la

source dédoublé ultérieurement par une division énergétique.
Le chemin optique entre A et B dans un milieu homogéne d’indice n est est noté L o ou
[AB]. Il est égal a :

[AB] =nAB

Deux ondes peuvent interférer si elles sont cohérentes, c’est a dire qu’elles doivent avoir la
méme pulsation, provenir de la méme sour ce principale (division du front d’onde ou divi-
sion d’amplitude) et du méme train d’onde (la différence de marche doit étre inférieure a
la longueur de cohérence).
Dans le cas ou les ondes sont incohérentes, on fait la somme de leurs éclairements.
Dans le cas ou les ondes sont cohérentes, on fait la somme de leurs amplitudes.
L’éclairement est donné par la formule des interférences :

e(M) =¢e1 (M) +e2 (M) +2ye1 (M) e2 (M) cos (Ap (M)

A¢ est le déphasage entre I’onde 2 et ’onde 1. On peut ’exprimer avec la différence de
marche au point M :

2w

A¢ (M) = /\—5 (M)
0

A est la longueur d’onde dans le vide.
L’ordre d’interférence est :

0
p_)\o

On rencontre trés souvent le cas particulier ou les deux ondes ont le méme éclairement .
La formule des interférences s’écrit alors :

e (M) =2¢e9 (1 4+ cos (Ap (M)))

2& 1. Cest un dispositif a division du front d'onde puisque les deux ondes pro-
viennent de rayons lumineux différents issus de la source S avec une divi-

sion géométrique.

2. Amplitude complexe de l'onde 1 :

Au point M, la vibration de Uonde 1 est : 5 = A; cos (wt — ;).
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La vibration complexe est : 5| = A exp (—i (wt — ;).
L'amplitude complexe est : &y = A exp (i¢;).

Amplitude complexe de l'onde 2 :

Au point M, la vibration de londe 2 est : S = A, cos (wt — ¢5).

L'amplitude complexe est : & = A, exp (i ¢,).

Amplitude totale :
Pour des ondes cohérentes, on fait la somme des amplitudes complexes :

'éclairement est :
¢ = Kaa*
=K (A1 exp (i gbl) + Ay exp (i ¢2)) (A1 exp (—i ¢1) + Ay exp (—i ¢2))

On a alors :
e=K (A + A+ AA exp (i (62— 1)) + AlAexp (i (6 — ¢1)))
On pose A¢ = ¢, — ¢, soit :
e = KA? + KA? + 2K Aj A; cos (A¢)
Finalement, on obtient :

e =¢e1 + &2+ 2/e1 /22 cos (Ag)

Dans le cas particulier trés fréquent ol les deux ondes ont le méme éclaire-
ment g, on a :

e (M) =2¢p (1 4+ cos(Ap(M)))
3. La différence de marche est :
(M) =[SSM] - [SSM] = ny; ((SSM) — (SSM))
= (S§M) — (S§ M)

puisque lindice de lair vaut 1.
Comme SS, =SS, alors § (M) = SM — §M
a a

5 —= X
Sg :S|p? M|y
-D D 0
2
a\?2 X — & 2
0nadonc:SlM=\/<x—§) +y2+D2:D\/1+(T2)+§_

On fait un développement limité a lordre 1 :

x=9" ¥
SIM_D<1+ 5D? +2D2>
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De méme, on obtient :

_ (x+3)° ¥ _ x+3)° ¥
SZM_D\/I-I—T—FE_D(H— o +2D2>.

La différence de marche est :

_ (x+3)° ¥ (x=3)° ¥
5(M)—<D<1+ D2 +2D2)—D(1+ D2 +2D2)>

Soit :

x2+%2+ax> (x2+%2—ax)_ax
D

M) = D
(M) ( 2D2 2D2

Lordre d'interférence est :

Ao D

_6(M)  ax

Il faut connaitre ce résultat par coeur et étre capable de le redémontrer trés rapi-

dement.

La formule des interférences a deux ondes donne :

& (M) = 2, (1 + cos (hﬂ»
Ao

On a donc des franges rectilignes perpendiculaires a OX car a p fixé, X est fixé.
Pour calculer linterfrange, on utilise la relation : p(X +1i) = p(X) + 1.

%

Remarque: Si I’ordre d’interférence p est une fonction décroissante de X, on utili-
sera la relation p(X +i) = p(X) — 1.

'a(x+i)_ ax . . AD
2@ On a donc : D —)\OD+1,cequ1donne. I = a
4. ,
T m<\®
| M
S1
P | o
S \|/ o "z
Y
Sg|
<—>d D
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Attention au paramétrage. Il faut prendre ’initiative de définir un point P d’abs-
cisse X et considérer un élément de longueur dx’ centré sur P. On peut alors appli-
quer la formule des interférences a deux ondes pour dx’.

La différence de marche entre les deux rayons lumineux est :

0 =[PSM] -[PSM] = (P§M) — (PSM)
={PS - PS}+{SM - SM}

ax
On a vu dans la question précédente que : SM — S M = D
ax’
De méme, ona: PS — PS = o
La différence de marche vaut donc :
5= ax N ax’
D d

La fente source a une largeur b. Il faut considérer un élément de longueur dx’
autour de P. La contribution de l'éclairement di & dX’ au point M est :

de (M) = 2 Agdx’ (1 + cos (2—”5»
Ao

b b
Il reste a intégrer X’ entre —3 et 7 pour calculer U'éclairement total au point
M.

Remarque : on fait la somme des éclairements puisque les différents éléments dx’
sont des sources incohérentes.

¥

On a donc :
XF+3 2m fax ax’
E(M):/ 22A0dx’(l+cos (—77 (—+—)))
xg—2 A \ D d
Soit :
b
2A sin <§—§ (% + %)) ’
e(M) =2A0b+ o
Xod b
D'od :
e(M) =

o 220 (3 (5 441) - (5 + 50

Or sin p —sinq = 2 sin (%) cos (#) , d'ol :
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£ (M) = 2A0b + AOA;d 2 sin <7Tab> cos (21 (%))

™ Aod Xo \D
sin (Wab)
. mab )\O—d
On poseF_smc()\Od)_ Lab
Aod

L'éclairement s’écrit sous la forme :

271 sax
£ (M) = 2A0b (1 4T cos (A_o <E)>)

Si b est trés petit, la fonction sinus-cardinal vaut 1. On retrouve la formule
classique des interférences de la question 1.

Si on fait varier X, le terme dans le cosinus est un terme variable alors que
le terme dans le sinus cardinal est un terme constant.

Le contraste de la figure d’interférences est défini par :

C = Emax — €min
€max T Emin
Lorsque X varie, on a : €max = 2A0b (1 + |T'|) et emin = 2A0b (1 — |T'))

(I+ () =1 =T ) (wab)‘
C= = sinc | —
(I+ITHh+A—=1T)) Aod

Quand le contraste diminue, on a des franges de moins en moins contrastées.
Pour C = 0, on ne peut plus faire la différence entre les franges brillantes
et les franges sombres.

Dot :

Il =

. mab 0 soit mab N N ents
sinc | — ]| = 0, soit — = nm avec n entier.
Aod Aod

Le contraste est nul pour

Aod
Le premier brouillage a lieu pour pour n = 1, soit by = %. Les autres ont

lieu pour by = nb;.

1 2 3 4 5 60
b1

e T T Y S Y Y R
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Exercice 18.2 : Etoiles a linfini et fentes d'Young (PC-PSI)

On considere deux étoiles a I’infini faisant entre elles un angle « trés faible, de
méme éclairement €¢p. La lumiere est diffractée par deux fentes § et S iden-
tiques, distantes de a et trés fines. Un écran est placé dans le plan focal d’une len-
tille convergente de distance focale f’ située apreés les fentes d’Young.

1. Calculer I’éclairement da a chaque étoile en un point M de I’écran.

2. Déterminer le contraste de la figure d’interférences et en déduire pour quelles
valeurs de a on observe un brouillage.

A A Y
étoile 1 I
N
étoile 2
étoile 1 z
Sa
étoile 2
7
f/

Analyse du probléme

Cet exercice étudie le montage classique des fentes d’Young avec deux étoiles a
I’infini. Dans I’exercice précédent, 1’écran était placé a grande distance des fentes
d’Young alors que dans cet exercice, il est placé dans le plan focal image d’une len-
tille convergente.

1. Chaque étoile donne un systéme d'interférences par le dispositif des

2@ fentes d'Young. Comme ['étoile 1 est a l'infini, on peut considérer qu‘au voi-

sinage des fentes d'Young, on a une onde plane. S/ est un plan d’onde,
donc [objetlsl] = [objetll]. D'aprés le principe de retour inverse de la
lumiére, § J est aussi un plan d’onde (une lentille ne modifie pas la diffé-
rence de marche) :

[SM]=[JM]

D'aprés 'énoncé, o < 1. Comme on travaille dans les conditions de Gauss,
X

alors 0 <« 1 ettanf =0 = o
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Yy
N
étoile 1 chemin 1 A r x@
74
, . ,Z
étoile 1 chemin 2
J
I Szl
\/L
>
f/
& Attention aux signes : a < 0 et 6 > 0 sur la figure.
2@ La différence de marche est :
o X
0=1S+SJ=—-a-+a—
S+S > o
« « 1S 'S SJ SJ
uis uetan(——) N——=——=—"9¢ttan(H~lf= — = —
puisq 7 2755 a (0) 55 a

L'éclairement au point M di a 'étoile 1 est :

g1 (M) = 2¢ (1 + cos (216)>
Ao
2T 0" X
g1 (M) =2¢ (1 + cos ()\_ (—az + a?>>)
0

On en déduit directement 'éclairement di a 'étoile 2 en remplagant @ par

- :
2 ( « X
M) =2 1 — | a= —

ex (M) so( -|—c0s<)\0 (a2+af/>>)

2. Les objets sont incohérents. On fait donc la somme des éclairements :
e(M)=e1 (M) + &2 (M)

L'éclairement total est :

Soit :

(M) =2 2 2 aa+ax n 2T aa+ax
€ = 2¢p cosS o > o cos " > o
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On utilise les formules de trigonométrie :
p+q P—q

=2
cosS P+ cos(q cos 5 coS 3

On a alors :

(M) = 20 (2 4 2 cos [ Fa X 278
= cos — Jcos| —a—
c =0 N o 2
e(M) =4y 1+ cos raa cos 27r X
-0 o N
F Taw
=cos| —
Ao
L'éclairement s'écrit :

M) = 4o (14T cos  2ra
e(M) = 50( + cos()\0 f))

Le contraste est par définition :

Soit :

On pose :

€max — €min
C=——-
€max T Emin

X Tao
Lorsque X varie, le terme I' = cos (—) est constant alors que le terme
0

2m X
cos (/\W f_> varie de —1 a 1. On peut donc en déduire les valeurs mini-
0

males et maximales de l'éclairement :
Emax = 4€0 (1 +[T'[) et emin = 4o (1 —[T]).

Dot :
o Emax — Emin _ 420 (1|1 — 42 (1= |1
Emax + Emin  4€0 (1 + [T')) + 4o (1 — [T'])

=T

a
On a un brouillage si C =0, soit e _r + k7. On a alors :

Ao 2
)\0 LK &
Za «

avec K entier.
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Exercice 18.3 : Michelson en lame d’air (PC-PSI)

Un interférometre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M; et M, perpendiculaires 1’un a
I’autre. Les distances JA; et J A, sont égales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M; et M,. La longueur d’onde de la source vaut \g =
546,1 nm dans le vide, de symétrie de révolution autour de I’axe SJ. L’indice de
1’air vaut 1,0. On observe dans le plan focal d’une lentille mince convergente L
de distance focale f' = 1,0 m.

1. Qu’observe-t-on sur I’écran ?

2. On déplace M; de e= 1,1 mm dans la direction des X positifs. Montrer a 1’ai-
de d’un schéma que le phénomeéne d’interférences observé est analogue a celui
d’une lame d’air a faces paralleles. Comment s’appelle le dispositif ?

3. Ou sont localisées les interférences ? Comment les observe-t-on expérimenta-
lement ?

4. Déterminer les rayons des deux premiers anneaux brillants.

5. On place sur le bras J A et parallelement au miroir M;, une lame d’épaisseur
€ =9,5 um et d’indice n = 1,5117. Calculer la variation de 1’ordre d’interfé-
rence au centre et les rayons des deux premiers anneaux brillants.

M, dsstecseggesrsiiis........
1 A 5

source étendue
S

J Ay
T

Sp

M,

Analyse du probléme

Cet exercice traite du Michelson en lame d’air. Le schéma équivalent permet de cal-
culer plus simplement la différence de marche et les rayons des premiers anneaux
brillants. On rajoute ensuite une lame d’épaisseur € ce qui revient a remplacer de
I’air d’indice 1,0 par une lame d’indice n.
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1. On est au contact optique. La différence de marche est nulle. Lécran est
uniformément éclairé. On observe une teinte plate brillante.
2. On utilise le schéma équivalent du Michelson en lame dair : M) est le

symétrique de M, par rapport a la séparatrice. Les distances AB et AB’ sont
égales ainsi que les distances BC et B'C.

M,
M,
L
!
f| ;
A M
écran r

On a un dispositif a division d'amplitude. Le Michelson est réglé en lame d'air.

3. Les rayons (1) et (2) sont paralléles entre eux. Les interférences sont
localisées a linfini pour un Michelson réglé en lame d'air avec une source
étendue.

On les observe en plagant un écran dans le plan focal image d'une lentille.
4, M}

My

On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune % (correspondant

a un déphasage de 7) au chemin optique. Comme on fait la différence des

chemins optiques, % n‘apparaitra pas dans la différence de marche.

La différence de marche entre les rayons (2) et (1) arrivant au point M est :
6 =[DEFM] - [DGM]

En utilisant le principe du retour inverse de la lumiére et le théoréme de
Malus, le plan GF serait un plan d'onde et [GM] = [FM]. On a alors :
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§=[DEF]—[DG] =2DE — DG

e 2e
. i = —, do0d 2DE = —.
€08 DE ou cos |
DF
e tani = %. On a donc DF = 2etani.

. DG . . )
Orsini = Y dol : DG = DF sini = 2etani sinl.

Finalement, on a :

2e L 2e sin?i cos?i
0= ———2etani sini = —— —2e ~ =2e :
cos i cos i cos i cos i
Soit :
0 =2ecosi

Ce résultat est a connaitre par coeur. Il faut étre capable de le redémontrer tres
rapidement.

2& On se place dans les conditions de Gauss. On fait un développement limité

a lordre 2, soit :
. i2
0 =2ecosli =2e(1 — 5)

Lordre d'interférence vaut :

1) 26( i2>
p=—=— 1 — —
A Ao 2

. 2e
Au centre de l'écran (i = 0), l'ordre vaut : py = oW = 4028,57.
0

C'est la valeur maximale de p.
Le rayon ry du premier anneau est obtenu pour p; = 4028.

& Le rayon du premier anneau ne s’obtient pas avec p; =1 !

. . r
2& Dans les conditions de Gauss, on a : tanil =1 = f—l/
) 2 2
. | r b r
Soit p1=po(1—5)= p0<1—ﬁ). On a alors .a_l—zf/z,
soit :

ry=f’ 2(1 —&) = 16,8 mm
Po
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z& Le deuxiéme anneau est obtenu pour p; = 4027. On obtient alors :
r2:f/2<Lm&>:2%9mm
Po

La différence de marche en M ne dépend que de la distance F'M ce qui
montre que les franges d'interférences sont des anneaux centrés sur F'.

5. Sur le chemin du rayon (1), on remplace sur une épaisseur € de l'air par
une lame d'indice n. La nouvelle différence de marche & peut s'exprimer en
fonction de l'ancienne différence de marche § sans la lame :

y—8=—-@2n€ —26) =-2(n—-1)¥
Attention au facteur 2, car le rayon (1) passe deux fois dans la lame. Il faut mettre

un signe (—) devant (2n€’ — 2€) car la différence de marche est calculée entre le
rayon (2) et le rayon (1). L’expression est valable pour des angles i faibles.

z@ Le nouvel ordre d'interférence vaut :
5 2(n—1)¢€
pP=r=p—-—7—
Ao Ao
La variation de lordre d'interférence au centre vaut
2(n=1)¢€
ap=_2N=D€ _ 54

Ao
Le nouvel ordre d'interférence au centre vaut : p; = 4010,76.
On obtient le rayon du premier anneau avec p; = 4010. Soit :

ri=f’ 2( —&):19,5mm
Po

On obtient le rayon du deuxiéme anneau avec p, = 4009. Soit :

ry=f 2( —&> = 29,7 mm

Exercice 18.4 : Michelson en coin d’air (PC-PSI)

Un interférométre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M; et M, perpendiculaires 1’un a
I’autre. Les distances JA; et J Ay sont égales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M; et M,. La longueur d’onde de la source vaut Ay =
546,1 nm dans le vide, de symétrie de révolution autour de I’axe SJ. L’indice de
I’air vaut 1,0. On fait tourner le miroir M, d’un angle o = 1 minute d’arc autour
d’un axe perpendiculaire J A; Ay et passant par A;.



Partie 8 - Optique ondulatoire

320

1. Comment s’appelle ce dispositif ? Pour des rayons lumineux en incidence
normale par rapport au miroir My, faire apparaitre a 1’aide du schéma équivalent
la position du plan de localisation de la figure d’interférences.

2. Comment faut-il placer la lentille L pour observer les interférences sur un
écran ?

3. Caractériser le systeme de franges et calculer numériquement la valeur de 1’in-
terfrange sur I’écran, sachant que le grandissement de la lentille est — 4.

4. On translate le miroir (M;) d’une distance £ dans le sens des X > 0. De quel-
le distance se sont déplacées les franges sur I’écran ?

5. On éclaire le coin d’air en lumiére blanche avec £ = 0. On place sur le bras
JA et parallelement au miroir M, une lame d’épaisseur € = 9,5 um et d’indi-
ce n=1,5117. Indiquer un moyen de déterminer I’épaisseur € ou I’indice moyen
de la lame.

M, © Lecomnee
source étendue
S
J Ay
ap
Sp
L<«——
My
Yy

Analyse du probléme

Cet exercice traite du Michelson en coin d’air. Le schéma équivalent permet de cal-
culer plus simplement la différence de marche. Les interférences sont localisées au
voisinage des miroirs. L’écran n’est pas dans le plan focal image de la lentille mais
dans le plan du conjugué du miroir M a travers la lentille.

2 1. On travaille avec le schéma équivalent du Michelson en coin d’air d'aréte
ﬁ A;. M] est le symétriqgue de M, par rapport a la séparatrice.
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On a un dispositif a division d'amplitude. Le Michelson est réglé en coin d'air.
On se place en incidence normale par rapport au miroir M. Les rayons qui
interférent se coupent au point M situé sur le miroir M.

En incidence normale, les interférences sont donc localisées sur le miroir MJ.
On admet que pour une incidence quasi-normale, les interférences sont loca-
lisées au voisinage des miroirs M; et MJ.

2. La lentille L sert a projeter la figure d'interférences sur un écran. L'écran
doit étre dans le plan contenant l'image du miroir M; a travers la lentille L.
On appelle M’ le conjugué de M a travers la lentille.

Attention, I’écran n’est pas dans le plan focal image de la lentille comme dans le
Michelson réglé en lame d’air. L’angle « est trés faible. Il est fortement augmen-
té sur la figure ci-dessus.

%

(>

3. On pose X = A;B. Comme l'angle o est trés faible, on fait un dévelop-
e

——ettana=a = —.

AM X

pement limité au premier ordre : cosa =1 =

Ao
On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune > (correspondant

a un déphasage de 7) au chemin optique. Comme on fait la différence des

%

A
chemins optiques, ?0 n‘apparaitra pas dans la différence de marche.
La différence de marche entre entre le rayon (2) et le rayon (1) est :
0 =[SM], — [SM]; = 2n,;,e = 2e = 2aX

car le rayon qui se réfléchit sur (M,) fait en plus un aller-retour entre les

deux miroirs.

Les distances aller-retour entre les deux miroirs sont égales au premier ordre. On
peut également définir la différence de marche par § = [SM]; — [SM],. Le choix
est arbitraire sauf si I’énoncé le précise.

L'ordre d'interférence vaut :
b= o 2ax
Ao Ao
On a des franges brillantes pour p = K entier relatif, soit :

X = k—
k 2a

Les franges brillantes sont des droites paralléles a l'aréte du coin d'air.
Pour calculer linterfrange, on utilise la relation : p(X +1) = p(X) + 1.
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Remarque : Si I’ordre d’interférence p est une fonction décroissante de X, on uti-
lisera la relation p (X +1) = p(x) — 1.

%

%

2a(x+1)  2ax

On a donc : 1, ce qui donne :
o o e
= o
2
Pour calculer linterfrange i’ sur l'écran, il faut multiplier linterfrange i par
N =4:

i”=4i =3,75mm
4. Si on translate le miroir M, d’une distance £, la nouvelle différence de
marche est :
0 =2aXx +2¢
Le grandissement de la lentille vaut : v = —4. On a alors : X' = X.
Le nouvel ordre d‘interférence vaut :

0 0 2ax 4 20
1= — = —_
A Ay Ao
¢
Uordre 0 est obtenu pour X' = _r alors qu'il était obtenu pour X' =0
o

sans translation du miroir M.
Les franges se sont donc déplacées sur U'écran dans le sens des X > 0 d'une

74
distance —l.

(8%
5. Sans la lame :

On éclaire le coin d'air en lumiére blanche. On repére alors la frange centra-
le blanche qui est bien contrastée. Les autres franges sont irisées. La frange
centrale est obtenue pour p = 0, soit X = 0. En placant la lame, ces franges
disparaissent.

Avec la lame :
La nouvelle différence de marche vaut: 5 =6 —2(n—1) €.

On a un signe — devant 2 (N — 1) € car la différence de chemin est calculée entre
le rayon (2) et le rayon (1).

Le nouvel ordre d'interférence vaut :
b 2ax 2(n—-1)¢

P2

" Ao Ao
On retrouve la frange centrale pour p; = 0, soit :
n—1)¢
L_ (=D
(6%
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Sur l'écran, on a :
- De
o «

X/

La mesure du déplacement X’ permet d’en déduire lindice moyen n ou
['épaisseur €.

Exercice 18.5 : Michelson et doublet du sodium (PC-PSI)

Un interférométre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M; et M, perpendiculaires 1’un a
I’autre. Les distances JA; et JA; sont égales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M| et M,.

La source primaire est une lampe a vapeur de sodium dont on suppose que le
spectre d’émission ne contient que deux raies intenses, de couleur jaune et de

longueurs d’onde dans la vide A\; = Ay — ATA et Ao = A\ + Az—)‘. On donne :

Am = 589,3 nm. On suppose que AX < A\m. L’indice de 1’air vaut 1,0. On se place
au contact optique. On fait tourner le miroir M, d’un angle av < 1 autour d’un
axe perpendiculaire J A; Ay et passant par A;.

1. Calculer la différence de marche et caractériser le systéme de franges.
2. On translate le miroir M, de fagon a faire défiler les franges. On constate que

les franges disparaissent lorsque le déplacement de M, est d = 0,15 mm.
Expliquer le phénomeéne.

3. Déterminer 1’éclairement d au doublet au point A; et le contraste local de la
E€max — Emin
Emax aF €min
contraste en fonction de la différence de marche. En déduire A\.

figure d’interférences défini par C = . Représenter graphiquement le

4. En déduire A\ en raisonnant sur les ordres de chaque systéme d’interférences
au point A;.

M, 2

source étendue

S
J Ay
T

Sp

My

323



Partie 8 - Optique ondulatoire

324

Analyse du probleme

Cet exercice est la suite de 1’exercice précédent sur le Michelson en coin d’air. La
source n’est plus monochromatique mais contient deux longueurs d’onde. La trans-
lation du miroir M, permet d’en déduire AX. On va voir deux méthodes : calcul de
I’éclairement total avec interprétation du contraste local, calcul des ordres pour
chaque systéme d’interférences.

%

1. On travaille avec le schéma équivalent du Michelson en coin d’air d'aréte
A;. M] est le symétriqgue de M, par rapport a la séparatrice.

On a un dispositif a division d’'amplitude. Le Michelson est réglé en coin d'air.
Les interférences sont localisées au voisinage des miroirs M et Mé.

On pose X = A;B ~ A/M comme « est petit.

A
On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune 70 (correspondant
a un déphasage de 7) au chemin optique. Comme on fait la différence des

chemins optiques, ? n‘apparaitra pas dans la différence de marche.

La différence de marche entre entre le rayon (2) et le rayon (1) est :
0 =[SM], — [SM]; = 2n,;,e = 2e = 2aX

On observe des franges rectilignes paralléles a laréte du coin dair.

2. On a la superposition de deux systémes d'interférences (premier systéme
de longueur d'onde \; et deuxiéme systéme de longueur d'onde A;). Les
ondes émises par les deux longueurs d’onde sont incohérentes : il faut faire
la somme des éclairements.

® Le miroir n'est pas translaté. Au point A; (X = 0), la différence de marche
est nulle pour les deux longueurs d'onde. Il y a coincidence : les franges
brillantes de chaque systéme se superposent.

e A la fin de la translation du miroir, la différence de marche au point A,
est 2d. On constate expérimentalement que les franges disparaissent. Il y
a anticoincidence : les franges brillantes d'un systéme se superposent aux
franges sombres de l'autre systéme. On a un brouillage de la figure.
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3. Premiére méthode : Calcul de l'éclairement total

Lorsqu’on translate le miroir, la différence de marche est § = 2d au point A;.
L'éclairement pour le systéme 1 est :

27
e1=2¢0 |1+ cos )\—1

L'éclairement pour le systéme 2 est :

2o
g =2¢9 |1+ cos )\—2

'éclairement total est :

=2 2 + cos 2m + cos 2m0
€ =2¢ A\ A2
Soit :
)\ _ )\ )\ /\
e =2¢ <2 +2cos <27T6 ( 22)\1)\22)> w° (27T6 ( ZIAT)QZ)))

On suppose que AX < Am. On a alors : Aj A & )\fn. Dol :

AN 276
€ =4eo| 1 + cos| md—— |cos il
/\?n Am

L'éclairement dépend de la différence de marche ¢ :

: AN i gl 3 M o
* Le premier terme : cos| 70 —- )a une grande période égale & ——. C'est
Am AN

donc un terme qui varie lentement.
270
® |le deuxiéme terme : cos (}\—) a une petite période égale a A\m. C'est
m

donc un terme qui varie rapidement.

A
= 005(715 )\—2)

m

On pose :

L'éclairement se met sous la forme :

2mo
€ = Emoy 14T cos )\—
m

La définition du contraste local est délicate : on fait varier la différence de marche
de quelques Am. Le terme lent ne varie quasiment pas alors que le terme rapide
varie entre —1 et 1.
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¥

Lorsque J varie de quelques \m, U'éclairement varie entre eyin et emax, c'est-
a-dire que le terme rapide vaut -1 ou 1.

On a donc : emax = €moy (1 + IT') et emin = €moy (1 — IT°).

Le contraste local vaut :

C— Emax — €min _ Emoy (1 +1C ) — Emoy (1 =1
€max T Emin Emoy (e INOIE: Emoy (I =1

= [T (0]

, AN T .
Le contraste s’annule pour 7r5)\—2 = — + km avec K entier.

2" )

BN

0,81

0,67

0,4

0,21

Ooi ““““ sxg““é
2A)N 2A)N

e Lorsque d = 0, le contraste vaut 1. On a des franges bien contrastées.

e Lorsque d augmente, le contraste diminue. Les franges sont de moins en
moins bien contrastées.

e |a premiére annulation du contraste a lieu pour k = 0, soit :
2
2A\

Application numérique :

AZ

AN =" =0,58 nm

4d
4, Deuxiéme méthode : Calcul des ordres pour chaque systéme d’inter-
férences

1
Lorsqu’il y a anticoincidence, p; — p; = 7 + k avec k un entier relatif.
® Avant le déplacement du miroir, la différence de marche au point A; est :
d=2ax=0
e Aprés le déplacement du miroir d’'une distance d, la différence de marche
au point A; vaut 2d.

L'ordre d’interférence pour le systéme 1 est :
2d

pl=)\—1
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L'ordre d'interférence pour le systéme 2 est :
2d

Y
On suppose que AN < Am. On a alors : \j )\ & )\ﬁq.
On en déduit que :

P2

2d  2d  2dAX _2dAN 1

— = —— — = ~N — = — k
P P Al A2 A1 )‘%n 2+

Le premier brouillage a lieu pour k = 0, soit :
2
_ M

A= — = 0,58 nm
4d

Remarque : La deuxiéme méthode est plus rapide que la premiére.

Exercice 18.6 : Michelson et raie a profil rectangulaire (PC-PSI)

Un interféromeétre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M; et M, perpendiculaires I'un a
I’autre. Les distances JA; et JA, sont €gales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M; et M,.

La radiation utilisée est la raie rouge du cadmium a profil rectangulaire. On
appelle A la densité spectrale de fréquence de 1’éclairement. L’éclairement di a
la bande fréquence [v, v+ Av] lorsque I'une des voies de I’interférometre est

. Av Av
occultée est Adv pour une fréquence comprise entre vy — - et vy + > 1 est

la fréquence centrale de la raie correspondant a la longueur d’onde dans le vide
Ao = 643,8 nm. L’indice de I’air vaut 1,0. On se place au contact optique. On fait
tourner le miroir M, d’un angle ov < 1 autour d’un axe perpendiculaire JA; Ay
et passant par A,.

On rappelle que : sin p— sinq :23in<p;q)cos<p‘2|‘Q).

1. Calculer la différence de marche et caractériser le systeme de franges.

2. On translate le miroir M; de fagon a faire défiler les franges. Le contraste s’an-
nule la premiére fois pour d = 15 cm. Calculer Av.

C .
3. Calculer la longueur de cohérence e et la durée moyenne d’un train d’onde.
14

Conclusion.
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M, wstseesiqgerrisiirs........
1 A1 n

source étendue

S
J Ay
x

Sp

Mo

Analyse du probléme

On travaille avec un Michelson en coin d’air. La source est a profil rectangulaire.
La translation du miroir M, permet d’en déduire A\ a partir du contraste local. On
va démontrer le résultat général suivant : La différence de marche ne doit pas étre
supérieure a la longueur de cohérence dans les expériences d’interférences.

2@ 1. On travaille avec le schéma équivalent du Michelson en coin d'air d'aréte
A;. M] est le symétriqgue de M, par rapport a la séparatrice.

M M;
My $€
« A1 B

(2)
o
_—

On a un dispositif a division d'amplitude. Le Michelson est réglé en coin d'air.
Les interférences sont localisées au voisinage des miroirs M et Mé.

On pose X = m x Al_M comme « est petit.
On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune % (correspondant
a un déphasage de 7) au chemin optique. Comme on fait la différence des
chemins optiques, ? n‘apparaitra pas dans la différence de marche.
La différence de marche entre entre le rayon (2) et le rayon (1) est :

0 =[SM], — [SM]; = 2n,;,e = 2e = 2aX

On observe des franges rectilignes paralléles a laréte du coin dair.
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2. Les ondes émises par les différentes fréquences sont incohérentes. Il faut
donc faire la somme des éclairements.

L'éclairement di a la bande de fréquence [v,v + Av] vaut Adv lorsque Uune
des voies de linterférométre est occultée.

L'éclairement dd a la bande de fréquence dv en sortie de linterférométre est :

270
de=2Ady<1+cos( WCV ))

U+ AY
. (2T 0+%
sin

I/()-‘,—A—l/ 2 5
e =2A "(1+cos (T \dy=2A|lvy— S/
vo— AV C 271‘(5

2

On a donc :

T VO_ATV
Dol :
2AAD 4+ 2A (. (276 n Av . (270 Av
= —— |sin| — - —sin | — - —
93 v ZL(S S P 140} ) S P 120} )
C
On obtient :
2A 0 270
e =2AAv+ —— | 2sin 7T—Ay cos iyo
27w C I

c
D’ou finalement :

i o 276
e =2AAv|1+sinc| —Av|cos| —up
Cc Cc
Si on représente l'éclairement en fonction de d, on a un terme lent :
. w0 . 276
sinc ?AV et un terme rapide : cos TV() .

Lorsque 0 varie de quelques A\m, U'éclairement varie entre ey, et emax, C'est-
a-dire que le terme rapide vaut -1 ou 1.

)
On a donc: emax = 2AAV (1 + [sinc (%Ay>

) I00)
sinc|{ —Av

C

) Ix0)
sinc | —Av

C

) 70 <.
C s’annule pour la premiére fois lorsque sinc (FAI/> = 0, cest-a-dire

et Emin = 2AAV <1 —

Le contraste local est :
C— €max — €min

€max T Emin

0 c
7T—AI/=7T,d’01]: 0=2d = —
c Av
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Si § > 2d, le contraste est trés proche de 0. Expérimentalement, les franges
ne réapparaissent plus.
Application numérique :

Cc
Av=— =1,0GH
14 2d V4

3. La longueur de cohérence est :

C
Lc=—=2d=30cm
Av

La durée du train d'onde est :
r=-—"= 1,0 ns
C

La longueur de cohérence L est la distance que parcourt la lumiére dans le
vide pendant la durée moyenne 7 d'un train d’onde.

La valeur de L est assez grande pour cette expérience. L peut étre beau-
coup plus grande pour un laser stabilisé (400 m) alors qu’elle est trés faible
pour la lumiére blanche (0,9 um).

Application pratique : On n‘a plus dinterférences lorsque la différence de
marche est supérieure a la longueur de cohérence L¢. Les ondes ne provien-
nent plus du méme train d’onde.

330

Exercice 18.7 : Détermination de lindice de l'air (PC-PSI)

Un interféromeétre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M; et M, perpendiculaires ['un a
I’autre. Les distances JA; et J A, sont égales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M; et M;. On se place au contact optique. On fait tourner
le miroir M, d’un angle o autour d’un axe perpendiculaire J A; Ay et passant par
A,. On utilise un laser avec un élargisseur de faisceau. La longueur d’onde dans
le vide est A\p = 632,8 nm. On note n I’indice de I’air et px sa masse volumique.

n —
L’air supposé parfait suit la loi de Gladstone : —— = cte. La pression atmo-

sphérique vaut 1013 hPa. Sur le trajet de I’un des faisceaux, on interpose une
cuve a face paralleles d’épaisseur €. Avec une pompe a main, on créé¢ une dépres-
sion de 900 hPa. Avec une vis, on fait rentrer progressivement de 1’air a tempé-
rature constante. On observe 29 franges qui défilent en un point de I’écran.

1. Calculer la différence de marche sans la cuve et avec la cuve.

2. En déduire ’indice de 1’air.
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QLLLLLLLL. . ... ..,
M, 4
|
laser J Ay
x
Sp N
L<—]—
écran M,
Y

Analyse du probleme

On travaille avec un Michelson en coin d’air. L’indice de I’air ne vaut pas exacte-
ment 1 puisque le but de I’exercice est de le déterminer précisemment. La différen-
ce de marche dépend de I’indice de 1’air qui dépend de la pression d’aprés la loi de
Gladstone. On raisonne sur 1’ordre d’interférence au début et a la fin de 1I’expérien-
ce pour en déduire la valeur de I’indice de I’air.

¥

1. On note N, Lindice de l'air a pression et température ambiante.

On note n lindice de l'air a la pression P et a température ambiante.

Sans la cuve :

On travaille avec le schéma équivalent du Michelson en coin d'air d'aréte A;.
M) est le symétrique de M, par rapport a la séparatrice.

M}

On a un dispositif a division d'amplitude. Le Michelson est réglé en coin d'air.
Les interférences sont localisées au voisinage des miroirs M et Mé.

On pose X = A|B ~ A|M comme « est petit.

A
On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune ?0 (correspondant
a un déphasage de 7) au chemin optique. Comme on fait la différence des

A
chemins optiques, ?0 n‘apparaitra pas dans la différence de marche.
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%

La différence de marche entre entre le rayon (2) et le rayon (1) est :
0 = [SM], — [SM]; & 2N, = 2NgiraX

On observe des franges rectilignes paralléles a laréte du coin dair.

Avec la cuve :

Quand on rajoute la lame, le faisceau passe deux fois dans la cuve, la nou-
velle différence de marche est :

§ = 2NnraX — 2 (N — Ny,) €

On a bien une différence des deux indices puisqu’on enléve le chemin optique
dans I’air (d’indice n) a la pression atmosphérique pour le remplacer par le che-
min optique dans 1’air (d’indice N,j;) a la pression P.

2. Soit k le nombre de franges qui défilent au point étudié a l'écran lorsque
la pression passe de P, a Pr.

® la pression initiale P vaut P; = 1013 hPa — 900 hPa puisqu’on a une
dépression de 900 hPa.

e la pression finale Pr vaut Pr = 1013 hPa.
D'aprés la loi de Gladstone, lindice de l'air dépend de la masse volumique :

n—1
=A
1

en notant A la constante.

PM
Pour un gaz parfait, la masse volumique est : p = "T

On en déduit que :
n=1+aP

AM .. . .
a= T est un coefficient de proportionnalité.
Etat initial :
L'indice de lair dans la cuve est : np =1 + aF.
La différence de marche est : 6} = 2N,4iraX — 2 (N — Nyjp) €.
L'ordre d'interférence est :

_ O _ 2MgiraX — 2 (N — Ngir) €
T Ao

/

P

Etat final :

Lindice de lair dans la cuve est : Np = Ny = 1 + aPr.

La différence de marche est : 5/F = 2N,4iraX — 2 (N — Nyip) €.
L'ordre d'interférence est :

51: 2N4iraX — 2 (N — Njr) €
N Ao

PE =
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On se place en un point de l'écran et on compte le nombre k de franges qui
défilent. On a donc :

Pl — Pk = k
2(ng—npe Nair — 1
Soitu=k,d’002a(PF—PI)e=k)\0.Ora= ar
0 Pr
nair_1 N
On a donc 2 (P — P)e=k\g, dou:
kP,
nair:1+;>\o
2e(Pr - P)

Application numérique : Ny = 1,000295.

Remarque : Dans les tables, on trouve n,i; = 1,000293.

Exercice 18.8 : Vélocimétrie laser (PC-PSI)

La mesure de la vitesse d’un fluide peut s’effectuer directement par voie optique
sans perturbation de 1’écoulement. La recombinaison de deux faisceaux 1 et 2
issus d’un méme laser crée une figure d’interférences dans un petit domaine de
I’espace centré sur le point de mesure. Chaque faisceau est une onde plane pro-
gressive monochromatique de longueur d’onde dans le vide Ag = 0,52 um.
Lorsqu’une particule solide de petites dimensions, entrainée par I’écoulement,
traverse cette figure, elle rencontre des zones alternativement brillantes et
sombres. Eclairée par cette figure d’interférences, elle réémet par diffusion une
onde lumineuse regue par un détecteur. La différence de marche est nulle au point
O. L’indice du milieu vaut n = 1,33.

faisceau 2 oD

al

1
y \Q z
s
faisceau 1 2D

1. Calculer la largeur AB de la figure d’interférences en Zz = 0 sachant que 2D =
1,0 mm et 8 = 5°.

2. Calculer par deux méthodes la différence de marche en un point M de la figu-
re d’interférences. En déduire 1’interfrange i et le nombre de franges brillantes
contenues dans le champ en z = 0.

3. Une particule se déplace a la vitesse v = v Uy. Calculer la vitesse de fluide
sachant que la période du signal recu par le détecteur vaut 50 ms.
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Analyse du probleme
On travaille dans cet exercice avec des ondes planes. Il y a deux méthodes pour cal-
culer la différence de marche. Le plus simple est d’utiliser le formalisme de 1’onde

plane.

1. Le champ d'interférences est hachuré sur la figure ci-dessous.

%

En z =0, la largeur AB du champ d’interférences est l'intersection des deux

faisceaux, soit :
2D
B = = 1,0 mm
cos 6

Calcul de la différence de marche

On a deux méthodes pour calculer la différence de marche en M :

» Méthode 1 : utilisation du formalisme de 1’onde plane progressive monochroma-
tique (OPPM).

* Méthode 2 : détermination géométrique de la différence de marche.

La méthode 1 est plus facile a utiliser quand on a une OPPM puisqu’il suffit de pro-

jeter les vecteurs d’onde dans la base (Uy, Uy, Uz).

2. Méthode 1 :

z& On oriente les angles dans le sens trigonométrique. On a # > 0. On pose :
2T
K=n—
Ao

Soit un point M de coordonnées (X, Y, Z). Les vecteurs d'onde se mettent
sous la forme :

. sinff —sin ¢
k1 =k|0 ; k2 =k|0
cos 6 cos 6

La phase au point M pour l'onde 1 est :
5 =
$1 (M) =¢,(0)+k; - OM
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La phase au point M pour londe 2 est :

) (M) = ¢, (0) + K, - OM

D’aprés l'énoncé, ¢; (O) = ¢, (O).
Le déphasage en M A¢ = ¢ (M) — ¢, (M) entre les ondes 1 et 2 vaut :

2 4mn
Ap = /\—Wn((XSinG—i-zcosO)—(—Xsin9+Zcose)) = )\iXsinH
0 0

L'ordre d'interférence vaut :
0= A_qﬁ _ 2nxsin 0
2 Ao
L'éclairement en M est :
e (M) =2¢¢ (1 4 cos Ag)
On a des franges brillantes pour p entier, soit :

2nx .
p=—-sinf=m
Ao
avec mun entier relatif.

On a des surfaces brillantes perpendiculaires OX caractérisées par :

Xm = m Ao
M 2nsing

On en déduit linterfrange :

. Ao

I =X — Xm = =224 uym

ml ™ 2nsinf a
Méthode 2 :
>2

Au point J, les ondes sont en phase. D'aprés le théoréme de Malus, JI est
un plan d’'onde. La différence de marche vaut :

§=[IM]=[IM]=n(IM — I M)

avec JM = L et IM = JM cos 26 = .Lcos29.
sm% sin 0
X
On a donc § = —— (1 — cos 26). Or cos 20 = 1 — 2 sin®0, d'ou :
sin 6
nx

§ = — 2sin%0 = 2nx sin 0
sin 0
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Lordre d'interférence est :

0 2nx . 0
= — = —s5in
=% N
On retrouve le méme résultat que précédemment.
D'aprés la question 1, on a : Xa = 0,5mm et Xg = —0,5 mm. On en

2NXa

déduit Uordre d'interférence en A et B : pa= sin § = 223,8 et

0
P = —223,8.

On a donc 447 franges brillantes contenues dans le champ en z = 0.

3. Lorsque la particule se déplace, elle passe successivement sur une frange
brillante et une frange sombre. Lorsqu’elle passe sur une frange brillante, le
détecteur recoit la lumiére diffusée par la particule qui est éclairée.

¥

La période T du signal correspond au temps mis par la particule pour pas-
ser d’'une frange brillante a une autre, c’est-a-dire parcourir la distance i a
la vitesse v. On a donc :
_ 6. 1
v===45x10"m.s
T
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Exercice 19.1 : Diffraction par une fente fine (PC-PSI)

On considere un dispositif constitué de deux lentilles convergentes L et L, (de
méme distance focale '), d’une source ponctuelle S monochromatique (de lon-
gueur d’onde dans le vide \g placée sur I’axe Oz), d’une fente fine de largeur a
sin 6
N
1. Ou faut-il placer la source ponctuelle pour obtenir un faisceau de lumiére

parallele a I’axe Oz apres la lentille L; ? Ou faut-il placer 1’écran pour avoir une
diffraction a I’infini ?

et de longueur b trés grande devant a et d’un écran. On pose U =

2. Enoncer le principe d’Huhgens-Fresnel.

3. Exprimer I’éclairement en un point M de 1’écran en fonction de u et a.
Représenter graphiquement 1’éclairement en fonction de 1’abscisse du point M.
Décrire la figure de diffraction et exprimer la largeur de la tache centrale en fonc-
tion de g, ' et a.

4. Comment est modifiée la figure de diffraction si on augmente la largeur de la
fente a ? et si on diminue a ?

L
ai ] M
S : /_,,/W 0
O1 ; 0] O z
|
Ly fente Ly écran

Analyse du probléme

On étudie la diffraction de Fraunhofer, ¢’est-a-dire la diffraction a I’infini. L’écran
doit étre dans le plan focal image d’une lentille convergente. On utilise le principe
de Huygens-Fresnel pour calculer I’amplitude de I’onde diffractée et en déduire
I’éclairement en un point de 1’écran.
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2@ 1. Pour avoir un faisceau de lumiére paralléle a 'axe optique, la source S
doit étre placée dans le plan focal objet de la lentille L;.

Remarque : La source S et la lentille L; forment un collimateur puisqu’on a une

image a I’infini.

2. Enoncé du principe d’Huygens-Fresnel :

Z Pour avoir une diffraction a linfini (ou diffraction de Fraunhofer), l'écran
@ doit étre placé dans le plan focal image de la lentille L.

Chaque surface élémentaire dS centrée sur un point de la fente se compor-
te comme une source ponctuelle émettant une onde sphérique dont l'ampli-
tude est proportionnelle a 'amplitude de l'onde incidente en P et a dS.

Les sources secondaires sont alors cohérentes.

3. La fente est de longueur trés grande suivant Oy. Elle ne diffracte pas sui-
vant Oy. On peut faire un schéma dans le plan Oxz.

Trp T M
<
P —t )
- s 1
» o =" 1‘6
S O1 0] O S| z
_|_ 0>0
Ly fente Ly
<f_/> #)

@ I1 faut accorder un soin tout particulier a la réalisation du schéma. Il y a plusieurs
abscisses dans I’exercice : abscisse du point P notée Xp et abscisse du point M

notée X\, .

Cours: On utilisera trés souvent deux rayons lumineux : un rayon lumineux passant par O
(appelé point de référence) et un rayon lumineux passant par un point P quelconque.
Pour placer le point M, on trace un rayon lumineux paralléle aux deux rayons arrivant sur
L, et passant par O;. Ce rayon passant le centre optique n’est pas dévié. Le point M est I’in-
tersection de ce rayon tracé en pointillés avec le plan focal image de L. On I’appelle foyer

secondaire image de L, correspondant a I’inclinaison 6.
les surfaces d’onde sont orthogonales aux

On utilisera souvent le théoréme de Malus :
rayons lumineux.
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Cas général : premiéereformule dela diffraction
L’amplitude complexe de 1’onde au point M s’écrit :

a(M)=aexp(ido (M) / [ t (P)exp (i i—ﬂé> ds
Pefente 0

a (M) est I’amplitude de I’onde diffractée.
a est un coefficient de proportionnalité que I’on ne détaillera pas.
®o (M) est le retard de phase de I’onde passant par les points S, O et M.
dSest I’¢lément de surface autour du point P.
0 est la différence de marche entre le chemin optique SPM et le chemin optique SOM.
t (P) est la fonction de transparence de la fente. Ici, en tout point de la fente, la transparen-
ce vaut 1. La fente est appelée pupille diffractante.

Cas particulier de deux ondes planes : deuxiéme formule de la diffraction

On rencontre souvent le cas particulier avec deux ondes planes représentées sur le schéma
ci-dessous. L’onde incidente a pour direction de propagation Ui et I’onde diffractée a pour
direction de propagation Ut. D’aprés le théoréme de Malus, Ol est un plan d’onde. En uti-
lisant le principe de retour inverse de la lumiére et le théoréme de Malus, OJ est un plan
d’onde.

La différence de marche est alors :
§ = —(lif — Gj) - OP
L’amplitude complexe de 1’onde au point M s’écrit alors :

a(M) =aexp<i<1>o(M>)/ / t(P)exp (—iiir (b — i) - @) as
0

Pefente

2& D’aprés le principe de retour inverse de la lumiére et le théoréme de Malus,
le plan PH serait un plan d'onde, donc [PM] =[HM].

Le plan PO est un plan d'onde pour l'onde incidente, donc [SP] = [SO].

La différence de marche entre les chemins SPM et SOM est donc :

§=—[OH] = —NgOH = —OH = —Xp sin  ~ —xpf

X
Comme on travaille dans les conditions de Gauss : tan 6 = § = f—'v,l
La différence de marche est donc :
XM
6 == —XP?
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Lamplitude complexe est :

g(M):aexp(iCDo(M))// L(P)exp(—ii—WXpsin0>dS
0

Pefente

Remarque : On aurait pu appliquer directement la deuxiéme formule de la diffrac-
tion. La premiére formule est préférable car elle permet de bien visualiser graphi-
quement la différence de marche.

%

On pose dS = bdxp. On a alors :

a

b
a=aexp(i®o(M))b / exp (—i2mwuxp) dXp
Xp=7%

Il reste a calculer lintégrale :

ST

[exp (—iZWUXp)E

a
2

/ exp (—i2wuxp) dxp =
X a

p=—32 —i27u

exp (—iwua) — exp (iwua)
—i2mu

_a
T a
Soit :

%
/ exp (—i2wuxp) dXp = asinc (wua)
X a

P=—3
On pose a; = acexp (iPop (M)). D'ol :
a = «jab sinc (rua)
L'éclairement est :
e = Kaa* = K | |? @?b? sinc? (7Ua) = emay sinc® (rua)

Ona:

Soit :

) T™XMma
€ = Emax SINC

a .
= N7 avec N entier non

La fonction sinus cardinal s'annule pour :

nul, soit :
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1 Emax

_2of”_2X0f" 0 Nof 200’ v

a a a a

e X =0 correspond au maximum de l'‘éclairement. La figure de diffraction
est centrée sur 'image géométrique S de la source S a travers les deux
lentilles L et L.

Ao f/
¢ |a largeur de la tache centrale est de largeur 2 OT'

e |es taches secondaires sont beaucoup moins lumineuses et de largeur
Ao f/
.

4. Environ 90% de 'énergie lumineuse est concentrée dans la tache centra-
le. La largeur de la tache centrale est inversement proportionnelle a a.

Si a augmente, la largeur de la tache centrale diminue. Si a est trés grand
devant )\, toute la lumiére est sur l'image géométrique S de la source a tra-
vers les deux lentilles L1 et L,. Il n'y a plus de diffraction. On peut appli-
quer les résultats de loptique géométrique.

Si a est trés petit devant \g, la fonction sinus cardinal tend vers 1. On
observe un éclairement uniforme.

Exercice 19.2 : Diffraction par deux fentes fines (PC-PSI)

On considere un dispositif constitué de deux lentilles convergentes L et L, (de
méme distance focale '), d’une source ponctuelle S monochromatique (de lon-
gueur d’onde dans le vide Ao placée sur ’axe OZz), de deux fentes fines (largeur
e, longueur b trés grande devant €) et d’un écran. Les centres O; et O, des deux
sin

Ao
1. Exprimer I’éclairement en un point M de I’écran en fonction de U, a et €.
2. Représenter graphiquement 1’éclairement en fonction de X sachant que a = 4e.

fentes sont distants de a. On pose U =
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3. Etudier le cas particulier ou la largeur € est trés petite devant a.

N J_ N
A
4\020 i e .- o M
: v o
. A S I o Yo 1S
S Al E J_ A2 z
vO1,
1\ -|_ 1\
Ly Lo écran
<> >

Analyse du probleme

On a étudi¢ dans I’exercice précédent la diffraction de Fraunhofer due a une fente.
On va reprendre la méme technique de calcul pour I’amplitude de I’onde due a la
fente 1 et en déduire directement I’amplitude de I’onde due a la fente 2.

On va retrouver le cas limite des fentes d’Young si la largeur € est trés petite devant
la distance entre les deux fentes.

1. Les fentes sont de longueur trés grande suivant Oy. Elles ne diffractent
pas suivant Oy. On peut faire un schéma dans le plan Oxz.

W

rp T M
| %
Py
[0 M ®
A1 T O
S\— Py -L/ Az z
O
3% -|— 3%
L1 L2
> >

D'aprés le principe d'Huygens-Fresnel, toutes les ondes émises par les élé-
ments de surface dS des deux fentes sont cohérentes. On peut donc faire la
somme de leurs amplitudes.
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Lamplitude de l'onde au point M est la somme de l'amplitude au point M
due a le fente 1 et l'amplitude au point M due a la fente 2. On a alors :

a(M)=a M) +a, (M)

Le schéma est essentiel dans les exercices de diffraction. Il est astucieux de repé-
rer les abscisses des points Py et P, par rapport a Op et O, les centres des fentes.

Calcul de U'amplitude due a la fente 1 :
Il faut calculer :

8, (M) =aexp oo M) [ [ ew (i i—”él) dSn
0

Py efentel
D'aprés le principe de retour inverse de la lumiére et le théoréme de Malus,
le plan P;H; serait un plan d'onde, donc [P{M] = [H;M].

ﬂ‘ H,

1

Le plan P;O; est un plan d'onde pour londe incidente, donc
[SP] = [SO].
La différence de marche entre les chemins SP; M et SO; M est donc :

61 = —[O1H{] = —nyi;O1Hy = —O1H; = —Xp, sin 6 ~ —xp, 0

X
Comme on travaille dans les conditions de Gauss : tan 0 = 0 = f—'\f
La différence de marche est donc :
Xm
o = —XP1?

Lamplitude complexe est :

a, =aexp(i®o, (M))/ / exp (—i %\—WXPl sin 9) dSp,
0

Py efentel

On pose dSp, = b dxp,. On a alors :

\Nlm

a, =aexp(i®o, (M))b exp (—i2muxp,) dxp,

XP1=7§
Il reste a calculer lintégrale :

e - 3
2 _¢€
_ [exp (—I 27rUXp1)]
/X exp (—i2muxp, ) dxp, = T 2

1
PI=72
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exp (—imue) — exp (iwue)
—i2mu

e o
p = esinc (wue)
D'ou :

a, = aexp (i o, (M)) besinc (rue)
Calcul de 'amplitude due a la fente 2 :
Il faut calculer :

. 27
2, —aepivo ) [ [ en(in)ds
P, efentel 0
On montre de méme que :
X
52 = _szf_,\il

On a alors :

exp (—i2muxp, ) dxp,

\Nlo

a, = avexp (i®o, (M) b

Xp,=—%
On retrouve la méme intégrale et on ozbtie2nt :
a, (M) = aexp (i oo, (M)) be sinc (rue)
Calcul de l'amplitude totale :
a=aexp (iPo, (M))besinc (rue) + a exp (i ®o, (M)) besinc (rue)

L’astuce est de mettre en facteur une exponentielle complexe pour faire apparaitre
une différence de marche dans 1’autre terme.

2& On a alors :

a = abesinc (rue) exp (i @o, (M) [1 +exp (i (Po, (M) — Po, (M)))]
Il reste a calculer A® = &g, (M) — P, (M) :

a® = 27 ([SO;M] ~ [SO,M))
0

On fait apparaitre une différence de marche que lon peut interpréter gra-

hiquement :
pniq Oy

\

B

1
[SO;M] — [SO,M] = [0, J,] = asin § ~ af = axf—“f
2
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On en déduit :
Ad = —a— =27nua
)\0 f/

Dol :

a, =a, exp(iAP) =a, (M)exp (i2mua)
LUéclairement de la fente 1 est : ¢; = Ka,aj.
L'éclairement de la fente 2 est : e; = Ka,a3.
Les deux fentes ont donc le méme éclairement au point M :

Efente = €1 = €2 = & sinc? (TUE)
Lamplitude totale est donc :
a=a; t+a, =2, (1 +exp(i2nua))
Léclairement est : ¢ = Kaa*. D'ol :
€ = €fente (1 + exp (i27ua)) (1 4 exp (—i27wua))

Soit :
€ = Efente2 (1 4 cos (2ua))

On a le produit d'un terme de diffraction et d'un terme d’interférences.
£ = 2¢ sinc® (wue) (1 + cos (27Ua))

2. L'éclairement peut se mettre aussi sous la forme :

1 Xm 1 X
£ = 2¢0sinc? w——e 1 + cos 2r— Mg
o f/ Ao T/

. . . I Xm
La fonction sinus cardinal s'annule pour m—Me— nr avec n entier non

Ao 7
nul, soit :
Ao/
XM = h>—
e
1 x
La fonction cosinus est maximale pour 27r)\—7a = M27 avec M entier,
soit :
Ao f/

Xm =mMm

Sur l'écran, on observe des franges d'interférences qui sont modulées par le
terme de diffraction.

Chaque fente est de largeur €. On retrouve un terme en 1/€ caractéristique
de la diffraction.

La distance entre les deux fentes est a. On retrouve en terme en 1/a carac-
téristique des interférences.
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La figure de diffraction est centrée sur [image géométrique de la source S
a travers les deux lentilles L et L».
3. Si la largeur e est trés faible devant @, alors le terme de diffraction est

pratiqguement égal a 1.
On retrouve la formule des interférences a deux ondes :

€ =2¢ (1 4 cos (AD))

Exercice 19.3 : Diffraction par une fente rectangulaire (PC-PSI)

On considere un dispositif constitué¢ de deux lentilles convergentes L et L, (de
méme distance focale f’), d’une source ponctuelle S monochromatique (de lon-
gueur d’onde dans le vide A\ placée sur ’axe Oz), d’une fente (de largeur a et
de longueur b) et d’un écran.

T

1
i p M

ai
S: i -

01 i O (0 z

¢ T
L fente Lo Genan

«—> «—
f! I
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1. Exprimer I’éclairement en un point M de 1’écran en fonction de Xm, Ym, Ao,
f’,aeth.

2. Interpréter la figure de diffraction (mémes graduations sur les deux axes) et
montrer que b = fa avec [ un entier que I’on déterminera.

T

3. Etudier le cas particulier ou la longueur b est trés grande devant la largeur a.

Analyse du probléeme

On étudie la diffraction de Fraunhofer avec une fente rectangulaire. L’analyse de la
figure de diffraction permet d’en déduire directement une relation entre a et b.

Si b > a, on retrouve le cas particulier d’une fente fine.

%

1. On représente sur la figure les vecteurs unitaires U et Uicorrespondant
aux ondes planes avant et aprés la fente rectangulaire.

rp T M

. Uiy S

Uq P ————— ]\/[ y

S el X7,
O, (@) O S|z
Ly fente Ly écran
«— > -
I I

La figure est en réalité en 3 dimensions. Il faut tenir compte de yp et yp dans les
calculs. On utilisera donc plutét la deuxiéme formule de la diffraction que la pre-
micre (voir rappels de cours dans 1’exercice sur la fente fine).
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2@ Le principe d'Huygens-Fresnel permet d'écrire :
: 2T
a(M) = aexp (ido (M))/ / exp (—u A—W (T — Ti) - @) ds
0

Pefente

puisque la fonction de transparence de la fente vaut 1.
On pose dS = dxp dyp et Uj = U,

—
Le vecteur unitaire Uy est : Uy = OZM' On travaille dans les conditions de
p)
Gauss, donc O,M ~ f’. On a donc :
Xm
T
U= | Ym
f/

Lamplitude complexe s'écrit alors :

a(M) = aexp(i®o (M) // exp <—i i—” (XN})/(P + ny§/p>> dxpdyp
0

Pefente

Les variables Xp et yp sont indépendantes. On a deux intégrales a calculer
Iy etly:
a(M)=aexp(i®o(M)) il

Premiére intégrale :

a
2 2TXMm 2
: 2 exp (i 32¢xp )
I = exp | —I Xp ) dXxp =
X :—%

—i27mXMm
P )\Of )\Of/ _a
2
On a alors :
_i2mxmal) P 2mXMm a
I CXP( WL 2) exp <' Aot/ 2) A ™M
| = / = asinc
7|27r>$|v| )\Of/
Mo

Deuxiéme intégrale :
On a de méme :
. TYM
I, =bsinc{ ——b
? (Ao f/ )
Finalement, on a :

a(M) = e ®oMaphsine (Z:?/a) sinc (::';A/ b)

Léclairement est : ¢ (M) = Kaa*. Soit :

£ (M) = emaxsine? (;T:;A/ a) sinc? (j\rs/']:/l/ b)
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L'éclairement est maximum pour Xy = 0 et ym = 0.
La figure de diffraction est centrée sur l'image géométrique de la sour-
ce S a travers les deux lentilles L et L.

el a m m
= Mmm avec
Ao f/

La premiére fonction sinus cardinal sannule pour <

entier non nul, soit :
Mo f/

XM =m

s L . , TYM
La deuxiéme fonction sinus cardinal sannule pour ()\ f/b> = Nm avec N
0

entier non nul, soit :
Mo f/

YMZnT

) 22X f/
La largeur de la tache centrale suivant X est : .

a
2X0 7
b
D'aprés le graphe, la largeur de la tache centrale suivant y est trois fois plus

petite que la largeur de la tache centrale suivant X. On a donc :
b=3a

La largeur de la tache centrale suivant Y est :

Remarque: On peut retrouver ce résultat trés rapidement en se rappelant que la lar-

. , 1
geur de la tache centrale suivant ’axe X est proportionnel a a alors que la largeur

: ) 1
de la tache centrale suivant 1’axe Yy est proportionnel a b

2& 3. Si b> a, la fente est de longueur trés grande suivant Oy. Elle ne dif-

TYM
Ao T/

fracte pas suivant Oy. En effet, la fonction sinc? < b) est quasiment

nulle si ym # 0. Par contre, elle vaut 1 si yy =0.
On retrouve donc le cas particulier étudié dans U'exercice de diffraction par
une fente fine.

Exercice 19.4 : Translation de la source et de la fente fine (PC-PSI)

On considere un dispositif constitué de deux lentilles convergentes L et L, (de
méme distance focale f’), d’une source ponctuelle S monochromatique (de lon-
gueur d’onde dans le vide \g), d’une fente fine (de largeur a et de longueur b trés
grande devant a) et d’un écran. On appelle S’ I’'image géométrique de la source
S a travers les deux lentilles L et L,

1. Exprimer I’éclairement en un point M de I’écran en fonction de Xy, Xg, Ao, T/ et a.
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2. Montrer que la figure de diffraction est centrée sur S.
3. Comment est modifi¢e la figure de diffraction si on translate la source S dans
le sens des X > 0 ? Et si on translate la fente dans le sens des X > 0 ?

TS L
SN
S 1 M
: a i
01 (@) 02 2
i T
Ly fente Ly écran
—> — >
f! I

Analyse du probléme

On étudie la diffraction de Fraunhofer avec une fente fine. La source n’est pas
située sur I’axe optique. On va déterminer I’image S de la source a travers les deux
lentilles L et L,. La figure de diffraction est centrée sur S.

1. La fente est de longueur trés grande suivant Oy. Elle ne diffracte pas sui-
vant Oy. On peut faire un schéma dans le plan Oxz.

%

" rp X
I U; .
% s ©
S i MY
P E Uter
O1]™A @) Oz ™. z
_|_ Ui N S/
L, fente Ly écran
— —
f f

Le principe d'Huygens-Fresnel permet d’écrire :

g(M):aexp(idDO(M))// exp(—ii—ﬂ(ﬁt—ﬁi)-ﬁ)ds
0

Pefente

puisque la fonction de transparence de la fente vaut 1.
On pose dS = b dxp.
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o.M

oO,M
Gauss, donc O,M ~ f’. On a donc :

Le vecteur unitaire Uy est : Uy = . On travaille dans les conditions de

£l
Il
<
<

Le vecteur unitaire U; est : Uj = oS On travaille dans les conditions de
1

Gauss, donc O;S~ f’. On a donc :
f/
i =| —Ys
f/
1
On définit S 'image géométrique de la source S a travers les deux lentilles
L, et L,. On peut écrire Ui sous la forme :

Xy
i
li = |Ys
f/
1
On en déduit que Xg = —Xs et Yg = —Vs.

Lamplitude complexe s'écrit alors :

g(M):aexp(iCDO(M))// exp<—ii—w<w>>bdxp
0

Pefente
) _
exp (—I %Xp)

a
2 2m(Xm — Xg)
exp ("4/“ dxp = o)
xp=—2 Mo f th?/ s P
2
:2n(Xm—Xg) a L 2m(XM—Xg) a
= e = asinc Ta
Ao f/

Finalement, on a :

- XM — X
a(M) = ae®°Mabsinc wa
Ao 7
Léclairement est : ¢ (M) = Kaa*. Soit :
. (XM — Xs)
£ (M) = emaxsine? (Ta)
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2. Léclairement est maximum pour Xy = Xg.
La figure de diffraction est centrée sur l'image géométrique de la source
S 3 travers les deux lentilles Ly et L».

3. Si on translate la source S dans le sens des X > 0, l'image S se déplace
dans le sens des X < 0 puisque Xg = —Xs. On a donc la méme figure de
diffraction que dans la question 1 mais elle est centrée sur un autre point
puisque le point S s’est déplacé.

Si on translate la fente dans le sens des X > 0, la figure de diffraction n’est
pas modifiée.

Exercice 19.5 : Trous d’Young avec lame - Holographie* (PC-PSI)

352

On réalise 1’expérience des fentes d’Young sur la figure 1 sans la lame d’indice
n. § et S sont deux fentes fines. La source S monochromatique (de longueur
d’onde dans le vide Ao = 0,6 um) est elle aussi une fente fine paralléle a § et S
et coincide avec le foyer objet de la lentille L; ; ’écran d’observation se trouve
dans le plan focal image de la lentille L, de distance focale f’ = 1,0 m. La dis-
tance §;S est égale a a = 1 mm. L’indice de ’air vaut 1,0.

1. Calculer I’interfrange i sur I’écran. Sur le trajet des rayons issus de S;, on place
une lame d’épaisseur € et d’indice n. Calculer le déplacement des franges pour n
=1,5ete=0,01 mm.

2. La lame précédente est absorbante, de sorte que I’amplitude A; des ondes pro-
venant de S est beaucoup plus faible que I’amplitude A, des ondes provenant de
S. En déduire 1’éclairement au point M en faisant un développement limité au

A
1¢T ordre en Kl On appelle A¢ le déphasage entre 1’onde passant par S et 1’on-
2

de passant par S,.

3. On remplace I’écran par une plaque photographique. Celle-ci apres dévelop-
pement, éclairée par une onde plane monochromatique de longueur d’onde quel-
conque transmet en chaque point ou elle avait recu un éclairement €, une ampli-

-9 N 2.9 .0 Y 9
tude & = B2 gy ou 3 et g sont des constantes caractéristiques de I’émulsion

A
photographique. Calculer en faisant un développement limité au 1°' ordre en Xl’
2

I’amplitude & des ondes transmises par la plaque en fonction de Ay, Az, &, 3,
g, et A¢. Ecrire & comme la somme de trois termes.

4. La plaque ainsi obtenue est éclairée par un faisceau parallele (figure 2). Ce
faisceau est de méme longueur d’onde que celle utilisée pour impressionner la
plaque Ao = 0,6 um. En négligeant le déphasage introduit par la lame, montrer
que I’on obtient apres la plaque, 3 ondes planes dont 2 sont déphasées par rap-
port a ’onde incidente.
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5. Montrer alors que ces deux ondes vont converger aprés une lentille L3 de
méme distance focale que L,, en 2 points S et S, du plan d’observation placé
dans le plan focal image de L3. Déterminer la distance d de chacun des points §
et S a I’axe optique de la lentille L.

figure 1 . figure 2 az
| n
sy y ]
g b

04 O‘ 02 0 z
Sz| 2

Ly Lo Lj

— —
fi f

Analyse du probléme

La premiére question est classique avec le déplacement de la figure d’interférences
di a introduction d’une lame.

On remplacer ensuite 1’écran par une plaque photographique. On va montrer qu’en
éclairant correctement cette plaque photographique, on a une restitution des points

SetS.

Il faut bien faire attention au paramétrage et ne pas confondre les abscisses X et X'.

X
2@ 1. On travaille dans les conditions de Gauss : sin§ ~ 6 ~ tan 6 = o
x <\@
S
Y
L1 L2
—> — >
fi I

Sans la lame :

D'aprés le théoréme de Malus, S S est un plan d'onde, donc [SS] = [SS].
D'aprés le principe de retour inverse de la lumiére et le théoréme de Malus,
S H serait un plan d'onde. On a donc : [SM] =[HM].
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La différence de marche entre SS M et SS M est :
0=[SSM]—-[SSM]=SH =asinf =al
Lordre d'interférence au point M est :
_ i o ax
Ao Aof’

La frange centrale est obtenue pour p = 0, soit X = 0.
Linterfrange est donné par la formule : p(X +1) = p(X) + 1.

P

Remarque : Si I’ordre d’interférence p est une fonction décroissante de X, on uti-
lisera la relation p (X +1i) = p(x) — 1

a(X+i) ax
0 lors : = 1.
2& n a alors T )\of/+
On observe des franges rectilignes paralléles & Uy d'interfrange :
L Ao f/

= 0,6 mm

Avec la lame :
La nouvelle différence de marche est :

ax
§ = T (n—1e

puisqu’on enléve le chemin optique dans l'air que l'on remplace par celui
dans la lame. On néglige linclinaison dans la lame puisqu’on travaille dans
les conditions de Gauss avec 0 < 1.

Le nouvel ordre d’interférence est :

R ax (n—1e

D W A
La frange centrale est obtenue pour p = 0, soit :
n—1)ef’
X = # = 5,0 mm

La frange centrale s’est donc déplacée vers le haut de 5,0 mm.
Linterfrange n‘est pas modifié et vaut toujours 0,60 mm.

2. La formule des interférences & deux ondes s'écrit :

e=¢€1+ e+ 2 /162 cos (Ap) = A% + A% 4+ 2A1 Ay cos (Ao)

A A?
= A% (1 + ZX; cos (Ag) + Xé)
2
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A
On fait un développement limité au premier ordre en Xl On obtient :
2

A
€= A% (1 + 271 cos (A¢))
A
2w
A _—5’ —(——-(—-1e
avec A¢ " ( 7 ( ) )
3. lamplitude @; des ondes transmises par la plaque est :
=9

2

=9 — 2A1
a = e @:ﬁAzg<l +T2COS(A¢)> N
En faisant un développement limité au premier ordre, on a :

_ 2A
a = ﬁAzg (l — ng cos (Acb))@

2
Do :
- A . A ,
a = A, (1 ~ g exp(JAG) — g exp (— ] A¢>)) 2
2 2

On obtient finalement :

a, = BA; % - ﬁAzgg exp (jAG) 8 — ﬁAzgg exp (] Ad) a
4. Juste derriére la plaque, on obtient la somme de trois ondes :
_ _g0A . _gQA .
8, = A %0 — 3, 02 e (1 A0) a0 — A PO exp (—j A&y

Un point P de la plaque est repéré par son abscisse X. On a alors :

—ap-9.  aa-99A1 . (2rax  2mr(n—1D)e
a, = A, “ag — OA, AZ@eXP(J(/\O £ N

B _gg_A1 . 2_77%_27r(n—1)e
bh, Az@e"p( J(/\o £ n

L'amplitude peut s’écrire sous la forme :

& =+ 3 t+ 3y,

On a bien la somme de trois ondes planes.

5. La plaque photographique de largeur b et de longueur L trés longue située

en Z = 0 transmet en chaque point une amplitude &, = a;; + a;; + &,.

D'aprés le principe d'Huygens-Fresnel, chaque surface élémentaire dS centrée
sur un point de la plague se comporte comme une source ponctuelle émet-
tant une onde sphérique dont 'amplitude est proportionnelle a lamplitude de
l'onde incidente en P et a dS. Les sources secondaires sont alors cohérentes.
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N N
N
[ 2
+2//
P 1 A M
n— 1..----~ Fo R
olH  .---°7 "2
——-2
v
Ls
z2=0 «—

Contribution de & :
Lamplitude de l'onde émise par 'élément de surface dS est :

. 2T
d@l = Q@ eXp (J®o (M)) exp (J )\—0(5) dSe
X/
Dans les conditions de Gauss, on a : tanf ~ @' ~ ? ~ sin 6

La différence de marche est :
§=[PM]—-[OM]=—-OH = —xsin§ = —x¢

On a alors :

2 gA 2w [ax
da, = —afa Ay’ Tz exp <J )\—0 (? —(n-— l)e))

. 2
...exp (j @o (M)) exp (—j )\—WXQ’> ds
0
Il est inutile de calculer l'amplitude @,. On obtient une fonction sinus car-

a a X
dinal qui sannule pour (F - 9’> =0, soit 0 = - =5

/

On a donc une figure diffraction centrée sur :
xX'=a
Contribution de a;, :

De méme, la contribution de a;, donne une figure de diffraction centrée sur
X = —a.

On a bien une restitution de S; et S. On retrouve le double de la distance
entre § et S. Ces deux points S[ et % sont distants de la distance 2a de
l'axe optique.
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Compléments
On peut détailler I’amplitude a,. La plaque est de largeur b et de longueur L tres

grande devant b. Elle ne diffracte pas suivant Oy. Tous les termes indépendants de
X sont regroupés dans la constante «;. On a alors :

27 [ a
da, = i—— —¢ ds
S e"p(’ X (f/ )X)

Il reste a intégrer sur la largeur de la plaque pour calculer a, :

8 = f eXp(jz—W<i—0’)x)de=al|_ eXp<j%<%_9/)X>

o Ao \ T/ j%<%_9,) .

Soit :

%00

D’ou :

Finalement, on a :

a, = agLbsinc (}\10 <% - 9’) b)

On a bien une figure de diffraction centrée sur :

QIF:

=B Exercice 19.6 : Diffraction par un réseau (PC-PSI)

On considére un réseau par transmission formé de traits fins, identiques, paral-
leles, distants de & = 1 wm et de longueur treés grande devant a. Le faisceau inci-
dent a une direction fixe et de longueur d’onde Ag dans le vide. Le réseau peut
tourner autour de I’axe Oz L’indice de I’air vaut 1,0.

a X
fr

réseau

1. Comment obtenir expérimentalement un faisceau de lumiére paralléle ? Comment
observer une image a l'infini avec une lentille convergente de distance focale 1,0 m ?
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2. Déterminer pour quelles valeurs de I’angle i’, on observe un maximum de
lumiére a l'ordre k.

3. Pour un ordre k non nul, déterminer la déviation minimale Dy, en fonction de
k, Ao et a.

4. La source S est une lampe a vapeur de sodium. On étudie le spectre a 1'ordre
2. Calculer la distance qui sépare les deux raies jaune sur l'écran (longueurs d'on-
de dans le vide \o; = 589,0 nm et \py = 589,6 nm) en se plagant au minimum
de déviation pour Ao .

Analyse du probléme

Comme dans tous les exercices de diffraction, il faut soigner la figure. Les angles
sont orientés algébriquement dans le sens des aiguilles d'une montre. La source doit
étre dans le plan focal objet d'une lentille convergente pour avoir un faisceau de
lumiere paralléle. Pour observer une image a l'infini, il faut placer I'écran dans le
plan focal image d'une lentille convergente.

11 est inutile de calculer I'amplitude de I'onde diffractée pour trouver la formule des
réseaux. Comme on a un trés grand nombre de fentes, il faut que toutes les ondes
qui interférent soient en phase pour obtenir un éclairement maximum.

Z@ 1. La source S est placée au foyer objet de la lentille convergente L. On
obtient alors un faisceau de lumiére paralléle.

Remarque : on a réalisé un collimateur.
Pour visualiser une image a l'infini, on place 1'écran dans le plan focal image de la
lentille convergente L.

réseau

\ Ay

écran

M=F)}

Lo

z& 2. La différence de marche entre les rayons 1 et 2 est :
0 =[SAM] —[SA;M]

D'aprés le théoréme de Malus, le plan A;J est un plan d'onde, donc
[SA]=[SJ].

D'aprés le principe de retour inverse de la lumiére et le théoréme de Malus,
le plan | Ay est un plan d’onde, donc [I M] = [A;M].

La différence de marche est alors égale a :

0 =[AIlT=[JA] =Ngir(All = JA) = Al —JA
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Or Ajl =asini’ et JA, = asini. On en déduit que :
J=asini’ —asini

On observe un maximum de lumiére si les ondes diffractées par deux traits
consécutifs du réseau sont en phase (déphasage multiple de 27 ou diffé-
rence de marche multiple de A\g). On doit donc avoir :

0 =Kk

avec K entier.
La formule des réseaux par transmission est donc :

. L Ao
sini’ =sini + k—
a

réseau réseau

\
\

K est l'ordre du réseau.

3.

ordre k positif ordre k négatif

Ordre k positif :

La déviation du faisceau lumineux est : D =i’ —1i.
On a donc deux relations pour le réseau :

. . A

sini’ = sini +k—O

- - a
D=i"—i

359



Partie 8 - Optique ondulatoire

Pour déterminer le minimum de déviation, on calcule la différentielle de ces
deux relations :

cosi’di’ = cosidi
0=di’' —di

D'oli cosi’ = cosi. On a donc deux possibilités : i’ =i ou i’ = —i.
La premiére possibilité correspond a l'ordre O et la déviation est toujours
nulle. On exclut donc ce cas.

. D . S . Ao
La deuxiéme possibilité correspond a i’ = —i, soit:sini’ = —sini’ + kg.

) A
On adonc:2sini’ = kgo.

La déviation vaut alors : Dy =i’ — i = 2i’. Soit :
. Dm k)\()
sin— = —
2 2a

Ordre Kk négatif :
La déviation du faisceau lumineux est : D =i’ —i. On a les mémes rela-
tions que précédemment.

4. On se place au minimum de déviation a l'ordre 2 pour la longueur d’onde
)\01 .
On a donc ij = —iy. La formule des réseaux a lordre 2 est :

.. .. Aot . . Aot
sinij =sini; +2—, soit : 2 sini; = 2—.
a a

On en déduit langle i} = 36,1°.

Pour l'ordre 2, les rayons de longueur d’'onde A\g; convergent au point M et
les rayons de longueur d'onde Ay, convergent au point M.

On fait un zoom sur la lentille 2 en augmentant fortement les angles.

réseau réseau

Comme les deux longueurs d’onde sont trés proches, on utilise le calcul différentiel
pour déterminer la position du point M; par rapport au point M. L’angle d’inci-
dence i est fixé. Lorsque la longueur d’onde varie, on a une variation de ’angle i’.
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La formule des réseaux a lordre 2 est :

%

.y .. Ao
sin | =s1n|+2g

La différentielle sécrit :

s dA
cosi'di’ =22
a
On en déduit que :
. d\
di’'=2 0
acosl’

Le triangle O, MM est rectangle en M; avec OoM; = f; =1 m.
Comme d\g = Ag2 — o1 est trés faible, alors :

. ) MM ) .
tandi’ &~ di’ ~ lf/zetcosl/%cosli
2
Soit :
Aoz — A
MMy =2f 2220 — | 5 mm
acosij

Remarque : On trouve le méme résultat si le point M; n’est pas confondu avec le
foyer image de la lentille L,. Dans tous les cas, les points M; et M, sont dans le
plan focal image de la lentille L.
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et viscosite

Exercice 20.1 : Etude d'un champ de vitesses bidimensionnel

(PC-PSI)
On considére un écoulement stationnaire dont le champ de vitesses est de la
forme :

vy = —kx

vy = ky

1. Déterminer la nature de I’écoulement et le potentiel des vitesses ®. On pren-
dra ®(x =0,y =0) = 0.

2. Représenter les lignes équipotentielles et les lignes de courant.

3. Ou peut-on rajouter des obstacles dans 1’écoulement ?

Analyse du probléme

Pour caractériser la nature de 1’écoulement, on va calculer la divergence et le rota-
tionnel du vecteur vitesse avec les coordonnées cartésiennes.

Cours: Description lagrangienne et eulérienne

Les systémes étudiés en mécanique des fluides contiennent un trés grand nombre de molé-
cules. On ne peut pas connaitre avec précision la position et la vitesse de chaque molécule.
On définit un volume dr petit a 1’échelle macroscopique mais qui contient suffisamment de
molécules pour pouvoir définir des grandeurs moyennes. On se place a I’échelle mésosco-
scopique (ordre de grandeur de 10~° m). Ce petit volume dr est appelé particule de fluide.
La description de L agrange permet de suivre la position d’une particule de fluide au cours
du temps. On I'utilise en mécanique du solide mais cette description est peu adaptée en
mécanique des fluides.

La description d’Euler permet de suivre I’évolution de la pression p(M,t), du vecteur vites-
se v(M,t) au cours du temps en un point M donné.

Une ligne de courant est une courbe tangente en chaque point au vecteur vitesse v. C’est en
fait une ligne de champ des vitesses. Pour visualiser les lignes de courant, on met des
copeaux de liege en grande quantité et on photographie pendant un court instant. Les petits
déplacements des copeaux de liége correspondent aux lignes de courant puisque v et dl

(petit déplacement sur la ligne de courant) sont colinéaires.

La trajectoire d’une particule est le chemin parcouru par une particule au cours du temps.
Pour la visualiser, on peut utiliser des copeaux de liége et photographier pendant une durée
importante.

Un écoulement est stationnaire (on dit aussi permanent) si les différents champs (vecteur
vitesse, masse volumique, pression...) ne dépendent pas du temps.

Dans le cas général, les trajectoires et les lignes de courant ne sont pas confondues. Par
contre, en régime stationnaire (ou indépendant du temps), elles sont confondues.
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Cours: Nature de |’ écoulement
Un écoulement stationnaire a les propriétés suivantes :

0w - 9
ot ot
» Le vecteur densité de courant de masse fm = pv est a flux conservatif. Pour toute surfa-
ce fermée, le flux du vecteur densité de courant de masse est nul : Tm . d_éext =0.
S

* div j;m = 0. L’équation de conservation de la masse s’écrivant dans le cas général :

9 .
B—’t‘+div1m=0.

* jm est a flux conservatif. Le débit massique est le méme a travers les différentes sections
d’un tube de courant.

Un écoulement incompressible a les propriétés suivantes :

» La masse volumique est constante (uniforme et indépendante du temps) en tout point du
fluide.

 Le vecteur vitesse v est a flux conservatif. Pour toute surface fermée, le flux du vecteur

vitesse est nul : ﬂﬁ . ﬁext =0.
S

e divi = 0.
* ¥ est a flux conservatif. Le débit volumique est le méme a travers les différentes sections
d’un tube de courant.

Pour pouvoir considérer I’écoulement incompressible, il faut que la vitesse de I’écoulement
soit faible devant la vitesse du son dans le fluide.

I
On définit le vecteur tourbillon 2 par Q = ~TotD.

[\S]

Un écoulement est irrotationnel si € =0. On peut définir un potentiel des vitesses

. —
@ (M,1) tel que v = grad ®.
Un écoulement est parfait si on peut négliger tous les termes diffusifs, en particulier la dif-
fusion de quantit¢ de mouvement (terme de viscosité) et la diffusion de la chaleur.
L’¢évolution d’une particule de fluide est donc adiabatique et on la suppose réversible, ce qui
revient a la considérer comme isentropique.

2@ 1. On calcule la divergence et le rotationnel du vecteur vitesse :

divi=V-0=—-k4+k=0

L'écoulement est donc incompressible.
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—kx

rotv = A [ ky -0

NIESIEESIES
S

Comme on travaille avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser I’opérateur
nabla pour calculer la divergence et le rotationnel. Attention, on ne peut pas 1 uti-
liser avec les coordonnées cylindriques et sphériques.

L'écoulement est donc irrotationnel. On peut définir un potentiel des

%

. N —
vitesses ® (M,t) tel que v = grad®. On a donc

0P
0X
—kx
— od
vV =|ky =gradd=|—
0 oy
0P
0z
od

0P
a—xdy + a—xdz = —kxdx + kydy.

On en déduit que d® = E;;f:dx +
Il reste a intégrer :
b= — kx4 lky2 +Cl
2 2
D'aprés l'énoncé, ® = 0 au point O. La constante dintégration C1 est

donc nulle.

Cours : Une surface équipotenticlle est définie par I’ensemble des points M tel que
® = cte. On obtient une surface dans le cas général. Comme ’écoulement est a 2 dimen-
sions dans I’exercice, on a donc une ligne équipotentielle.

z@ 2. En tout point d’'une ligne équipotentielle, on a :

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

1 1
D = —Ekx2 + Eky2 = C2 avec C2 une constante, soit :

—x*+y*=C3
(C'est 'équation d'une hyperbole.

Pour calculer léquation d’une ligne de courant, on écrit que ¥ et Ef sont

- .. < e N
colinéaires, c'est-a-dire v = agl) avec o = cte.
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Ona: v _kxeta) dx

v = ky = dy’
dx d
Les deux vecteurs sont colinéaires donc : —— = &y = —. Il suffit d"inté-
—kx ky «
grer : —InX = Iny + C4. On a donc :
Cs

Sur la figure ci-dessous sont représentées en traits pleins les lignes de cou-
rant et en traits pointillés les lignes équipotentielles.

D'aprés les propriétés du gradient, le vecteur vitesse en un point M est
orthogonal a la surface équipotentielle passant M.

3. On peut introduire des obstacles a condition de respecter les lignes de
courant. Les obstacles peuvent étre tangents aux lignes de courant.

On peut avoir par exemple un coin a angle droit. On a alors les lignes de cou-
rant et lignes équipotentielles suivantes :

r‘. 7
T T :I T T T T T T T T T T I*

0 1 2 3
x
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Exercice 20.2 : Ecoulement perturbé par une sphére (PC-PSI)

On considere un écoulement permanent uniforme Uo) = voU;. Dans cet écoule-
ment, on place une sphere de centre O et de rayon R. On considére que 1’écou-
lement est permanent, incompressible et irrotationnel. Le champ des vitesses
ainsi obtenu est représenté sur la figure ci-dessous.

2]

A O /B z

1. Montrer que le potentiel des vitesses @ vérifie A® = 0.
B cos 6
2. On cherche @ sous la forme : & = Arcos 0 + 2 + C. Déterminer A et
B. Exprimer le vecteur vitesse en fonction de vy,r,Ret 6.
3. Dessiner I’allure des lignes équipotentielles.

Analyse du probléme

On connait la nature de I’écoulement. On a donc des relations permettant de calcu-
ler le potentiel des vitesses et d’en déduire le vecteur vitesse.

Cours: Nature del’écoulement
L’écoulement est permanent (on dit aussi stationnaire), donc la masse volumique ne dépend
pas du temps. L’équation de conservation de la masse s’écrit dans le cas général :

0 2 v i
8_/: +div jm = 0, soit ici div jm = 0.

L’écoulement est incompressible, donc la masse volumique est constante en tout point du
fluide. On a alors divv = 0.

L’écoulement est irrotationnel, donc Q= -rotv =0. On peut alors définir & le potentiel

2
des vitesses par U = grgdCD puisque rot (gr—aa <I>) =0.
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2& 1. l'écoulement est incompressible, donc divv = 0.

L'écoulement est irrotationnel, donc v = grafd@.

On en déduit div <grad <I>> =0, soit :

AP =0

Choix du systéme de coor données

On utilise les coordonnées sphériques d’axe Ozet de centre O. Un point M est repé-
ré par ses coordonnées sphériques (r,6,¢). La figure est invariante par rotation
d’angle ¢ autour de I’axe Oz Le vecteur vitesse et le potentiel des vitesses ne
dépendent pas de ¢. On vérifie ces propriétés sur la carte de champ des vitesses. La
figure est représentée pour un angle ¢ quelconque.

Conditions aux limites

Sir — oo, alors I’écoulement n’est plus perturbé par la sphére et on doit retrouver
le champ des vitesses 75 = voUs .

Sur la sphére on a r = R, le fluide doit suivre la sphére et ne peut pas pénétrer dans
celle-ci. On doit donc avoir v, ( = R,0,¢) = 0.

i Il faut connaitre parfaitement le gradient en coordonnées sphériques ou le retrou-

ver avec la définition d® = gr_a()il D - Ef :

d
ar
71; 10®
ra = | ——
& r a0
1 90
rsinf do

2. Le vecteur vitesse s'en déduit a partir du potentiel des vitesses :

¥

— R o 2B - Bsinf
v=gradd>=AcosHur—Asm@u@—r—30050ur— 3 Ug

* Premiére condition aux limites : Si r — oo, alors v = vgUs.
Il reste a projeter U, dans la base (Uy,Up).
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D'aprés le schéma, on a : U, = cos Ol, — sin Oly.

Dol vgliy = vg cos Ol, — vy sin Oliy = A cos Ol; — A sin Oly.

Cette relation doit étre réalisée quel que soit @, en particulier pour 6 = 0.
On a donc :

A=

e Deuxiéme condition aux limites : Pour r = R, le point M se situe sur
2B cos d

la sphére. On doit avoir vy = 0, soit Acos 6 — R = 0. Comme
A = vy, on en déduit que :
3
R
B =
2
Le vecteur vitesse s'écrit :
. . o 3 _ yR¥sing .
v = v cos U, — vy sin OUy — cos Auy — 2r—3u9

En simplifiant, on obtient finalement :

R3 R3
5=v000s9<1—r—3>0r—vosin9(1+2r—3)ﬁg

Interprétation physique :

L'écoulement est bien symétrique par rapport a Oz. Si on remplace 6 par
—0, on obtient le méme champ de vitesses.

Le plan z =0 est un plan d'antisymétrie des vitesses.

Au point A(r = R,0 = m), le vecteur vitesse est nul. C'est bien un point
d’arrét.

De méme, le point B(r = R,0 = 0) est un point d'arrét.

Remarque: D’apres les propriétés du gradient, le vecteur vitesse en un point M est
orthogonal a la surface équipotentielle passant M.

%

3. On en déduit directement l'allure des lignes équipotentielles. Les surfaces
équipotentielles s'obtiennent par rotation d'angle ¢ autour l'axe Oz des
lignes équipotentielles.

Sir — oo, le ligne équipotentielle tend vers une droite perpendiculaire a
l'axe Oz puisque le vecteur vitesse est v = vyl,. Le vecteur vitesse en un
point éloigné de le sphére est bien orthogonal a la ligne équipotentielle pas-
sant par M.
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Exercice 20.3 : Ecoulement sur un plan incliné (PC-PSI)

On considére un fluide de viscosité 7, de masse volumique p qui s’écoule sur un
plan incliné d’angle o entre Z= 0 et Z = L. On néglige les forces de viscosité a
I’interface entre le fluide et I’atmosphere. L’écoulement est stationnaire, homo-
géne et incompressible. Le champ des vitesses est de la forme : v = v (Y) Uy.

1. Exprimer p la pression du fluide en fonction de Py, u,d,c,Y et €.
2. Exprimer v(y) en fonction de u,9,n,,Y et €.
3. En déduire le débit massique Dp,.
y  atmosphere
Po

o) . lﬁ
5

N

T

Analyse du probleme

Dans cet exercice, le fluide n’est pas parfait puisqu’on tient compte des forces de
viscosité. Il faut écrire 1’équation de Navier-Stokes et la projeter pour obtenir des
équations aux dérivées partielles. La difficulté¢ est d’exprimer correctement les
conditions aux limites.

On utilise les coordonnées cartésiennes avec OX suivant le plan incliné afin de res-
pecter les axes jouant un réle important dans 1’exercice.
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Cours: Ecoulement de cisaillement incompressible

On considére une particule de fluide d7. On suppose que la vitesse v(y) est une fonction
croissante de Y.

xT

On considére la surface dxdz située en y + dy. Le fluide situé au dessus exerce sur cette sur-
face une force orientée suivant Ux. Cette force est appelée force de viscosité tangentielle. La

> d ~ .
loi de Newton s’écrit : dF; = n% (Y + dy) dxdzuy. Cette force de viscosité est propor-

tionnelle a la surface, a la dérivée partielle de la vitesse par rapport a y. Le coefficient de
proportionnalité s’appelle la viscosité dynamique 7.
On considere la surface dxdz située en y. Le fluide situé au dessus exerce sur cette surface

. . _ . Lz av ~ .
une force orientée suivant Uy. La loi de Newton s’écrit : dF, = n@ (y) dxdzuy. D’apres le

principe des actions réciproques, le fluide situé au dessous exerce sur cette surface une force
—dF;.
On fait maintenant le bilan des forces de viscosité s’exercant sur une particule de fluide de

volume d7. Les deux forces sont dlel et —dIEZ. La résultante est :

d . 0 .
dF = dF| — dFs = 778_;)/ (y + dy) dxdziiy — na—; (y) dxdzii
9%v ~ 9%v
= n—=dydxdziy = n—=d7l
n ayz y X n 8y2 X
La résultante des forces de viscosité peut s’€crire :

dF = nAvdr

1. l'équation de Navier-Stokes s'écrit :

%

- 81—5 5 )\ - - —> -
pa = ﬁ—l—(v-grad)v = pg — gradp + nAv
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av
L'accélération locale e est nulle puisque l'écoulement est stationnaire.
P . e
L'accélération convective est : <v . grad) v.

. > ) , . .
v - grad est un opérateur que l'on peut exprimer avec les coordonnées car-
tésiennes :

0
aX
> >\ - v(y) 8 - av (y)—> =
(v-grad)v: 8 . a_y v=uv(y) Ix Uy =0
9
0z

Attention a I’écriture de 1’opérateur Laplacien vecteur. En coordonnées carté-
siennes, 1’opérateur Laplacien scalaire est :

AU =(V-V)u = U UL Y
B T oax2 0 ay?  9z2

Aay
Aay
Aa,

L opérateur Laplacien vecteur s’écrit : Ad =

2
Y, pu, =

Le Laplacien du vecteur vitesse est : Av = dy?
Avy = 0
AUZ = O

La projection de l'équation de Navier-Stokes dans la base des coordonnées
cartésiennes s'écrit :

9%

0 op + pgsin o +
= —— Q —_—
ax 1Y Toy2

0= op
= "oy 14 cos o
_op
0z

D'aprés la troisiéme projection, la pression p ne dépend pas de z.
On utilise la deuxiéme projection pour exprimer la pression p en fonction de

ap
y. On a donc <—> = —pugcosa.
Y/«
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Cours: Méthode derésolution des équations aux dérivées partielles

0
On utilise I’équation (a—p> = —ug cos «. On travaille a X constant. On peut remplacer la
X
s , ap dp . - ,
dérivée partielle E)_y par d_y’ séparer les variables et intégrer. Attention, pour chaque
X

valeur de X, on a une constante d’intégration. On a donc en fait une fonction f (X) qui appa-
rait lors de I’intégration.

d
z@ On travaille a X constant. La deuxiéme projection s'écrit : d_)F/) = —ugcos a.

On sépare les variables :
dp = —pg(cos a)dy
L'intégration donne :
P(X.y) = —ug(cos a)y + f (X) (éq.1)

Conditions aux limites

Le fluide est en contact avec ['atmosphére pour y = €. On a donc égalité des
pressions pour y = €.
On doit donc avoir :

P(X.y =€) = pp = —pg(cos a)e+ f (x) (éq.2)
On fait la différence des équations (1) et (2). On obtient :

P—Po=—pgcosa(y—e

2. On utilise la premiére projection de l'équation de Navier-Stokes pour
determiner ta vitesse (y) : 0 = — 22 & ugsina +
éterminer la vitesse v(y) : 0 = —— sin + n—.

y X K9 Uayz

0
D'aprés la question précédente, p ne dépend que de y. On a donc B_)F() =0.

Léquation différentielle se réduit a : 0= pugsina+ ngiylz}, soit
dz_v __pgsina
dy? no
Lintégration donne : j—; = —M + C;.
Une deuxiéme intégration fournit la vitesse :
v = —My; +Ciy+C.
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Conditions aux limites

e La premiére condition aux limites est pour y = 0. Le fluide est en contact
avec le plan incliné, doncv =0 et C, = 0.

¢ la deuxiéme condition aux limites est plus délicate a exprimeren y = e
puisqu’on ne connait pas la vitesse pour y = €. Il faut trouver une condi-
tion sur la dérivée de la vitesse.

Il n’y a pas de for ce de cisaillement ou de force de viscosité sur I’interface flui-

d
de/air, donc d—; (y=e) =0.

©g sin ©g sin ae

e+ Cy, soit C; =

dv
% d_y(y:e):():

n
La vitesse s'écrit donc :

vV =

. 2 . . 2
_,ugsmocy_+ Mgsmaye: 14g sin « <ye— y )
no 2 U 7

La vitesse maximale est obtenue pour y = e et vaut :

g sin o €
Umax = — &
n 2

Le graphe représentant v en fonction de VY est représenté ci-dessous.

v

Umax

0,8
0,6
0,4
0,2

Yy
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1%¢€

On vérifie que v = 0 pour ¥y = 0 et que la dérivée de la vitesse est nulle
poury =e.

Cours:
Le débit massique est défini par : Dy = // wo - ds.

Le débit volumique est défini par Dy = / f 7.dS.
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2& 3. On considére une surface élémentaire orientée dans le sens de l'écoule-
— _
ment : dS = dydzuy.

: 2
Onavuquev:'ugsﬂ(ye—y?).

n
. 2
On a donc : szffuw<ye—y3>dydz.
n

On intégre y entre 0 et e et Z entre 0 et L.

. 2e 3 e
On obtient:szuML ye_y , dol :
n 2 6 Jo
D, :MugsinaL (§ B g)
n 2 6
On en déduit finalement :
p2glL sin o €
Dp=————
n 3

Exercice 20.4 : Ecoulement de Poiseuille dans un cylindre (PC-PSI)

On considére un cylindre horizontal de rayon R, de longueur L. Le champ des
vitesses est de la forme v = v(r)Uz. On appelle . la masse volumique et ) la vis-
cosité du fluide.

Le Laplacien du vecteur vitesse s’écrit :

19 [/ 9 1 32 0%,
_ rﬂ _ﬁ j)uz
r ar r2 962 072

L’écoulement est stationnaire et incompressible. On néglige les effets de la
pesanteur. On appelle pa la pression a 1’entrée du cylindre (z = 0) et pg la pres-
sion a la sortie du cylindre (z=L).

1. Déterminer la vitesse en fonction de pa, ps,L,n, Retr.

2. Déterminer le débit massique en fonction de pa, pPs,7,L et R.

Analyse du probléme

Dans cet exercice, on tient compte des forces de viscosité. Il faut donc écrire 1’équa-
tion de Navier-Stokes. On pourra en déduire la pression et la vitesse en tout point
du fluide. La difficulté est de résoudre les équations aux dérivées partielles et de
bien déterminer les conditions aux limites.
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2@ 1. l'équation de Navier-Stokes s'écrit :

v o —>\ o _ — -
1 ﬁ%—(v-grad)v = pg — gradp + nAv

On néglige les effets de la pesanteur, ce qui revient & négliger 1§ devant les
autres forces volumiques.

. . . 1o ovz \
Le Laplacien du vecteur vitesse est Av = Car ra—r us,.

Lopérateur dans la dérivée convective s'écrit :
(* _Zi) O i, 220, = v () 2
v-grad)e =v U, =v(r) —
& 29z ¢ 9z
Comme vy = vy = 0 et v, ne dépend que de r, l'accélération convective est :

2 _
v _— =
0z

(ﬁ-gr_aﬁ)ﬁ: v(r)%zo
vy

rn—=20
v()az

La projection de l'équation de Navier-Stokes sécrit :

_9p
o
_lap
r oo
o 0P, 1D (0
= oz " ar Ur

La pression ne dépend pas de r et de 6. Elle ne dépend que de z. La vites-
se ne dépend que de r d’aprés 'énoncé. On peut donc remplacer les dérivées
partielles par des dérivées « droites ». On a alors :

dp_ 14 (d
dz rdr \ dr

Cours: Soit f une fonction ne dépendant que de z et g une fonction ne dépendant que de r.
Comment exploiter la relation f (z2) = g(r) valable Vr et Vz ?

af (z ag(r
» La dérivée partielle par rapport a z s’écrit < 8; )> = ( %(Z )> . Elle est nulle car g
r r

ne dépend que de r. On en déduit que f ne dépend pas de z. Comme f ne dépend pas de
r, la fonction f est donc constante.
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ag (1)
ar
ne dépend que z. On en déduit que g dépend pas de r. Comme g ne dépend pas de z, la
fonction g est donc constante.

On a donc f(z) = A et g(r) = A avec A une constante.

af (z
» La dérivée partielle par rapport a r s’écrit : < 8: ) ) = ( ) . Elle est nulle car f
z Z

dz rdr dr

d 1d d
z@ La relation o _ n—— (r _v) est valable Vr et Vz

On doit donc avoir deux relations :

dp
prin A(eq.l)

et

1d dv
——(r— ) = A(eq.2
nr dr (r dr) (eq:2)

avec A une constante que l'on va déterminer au cours de la résolution.

Premiére équation :

d
d_FZ) = A. Enintégrant, on a : p = Az+ B. D’aprés l'énoncé, p = pa pour
z=0etp=pg pourz=L.O0On adonc B = paetps=AL + pa, soit
A— Ps — PA
L
La pression est donc :
B — Pa
p=PBPA, oA
L
Deuxiéme équation :
dv Ar
La séparation des variables donne : d (r d_r) = —dr.
n
En inté t r 0 A +C it
nintégrant, ona: r— = — , soit :
J dr 2n
dv Ar n C
M 2n r

Argument physique pour déterminer une constante d’intégration : dans le cylindre,
la vitesse et la dérivée de la vitesse doivent rester finies.
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Sir — 0, la dérivée de la vitesse doit rester finie, donc la constante din-
tégration C est nulle.

d _

On a donc : d—: = (szninA)r.

On intégre une deuxiéme fois : v = wrz + D (eq.3).
n

Remarque: Autre argument physique pour déterminer une constante d’intégration :
La vitesse est nulle pour r = R car le fluide accroche a la paroi a cause des forces
de viscosité.

%

(P — PA)

4nL
En faisant la différence (eq.3) - (eq.4), on en déduit la vitesse :

On doit avoir 0 = R? + D (eq .4).

v= PPN (2 o)
4nL

L T
2. Le débit massique est défini par : Dy = [[ pv - dS.
On considére une surface élémentaire orientée dans le sens de l'écoulement :

ﬁ:drrdeﬁz.
R o
Onaalors: D= [[pv(r)drrdd = [ po(r)drr [ df.
S

r=0 0=0
Soit :
R 4 29 R
— (Pe — Pa) _ m(P8—PA) [T N
Dm-fﬂ%(rZ_RZ)Zﬂrdr—uziL Z_RE )
r=0 77 0
On obtient :
— R4 R4 .
Dy =~ PE=PA) (R RN pim (PA— PB) g
2 L 4 2 8§ oL

Cest la loi de Poiseuille pour laquelle le débit massique est proportionnel a
1
R* et proportionnel & T On vérifie que pa > P si Dm > 0. On a bien une

baisse de la pression dans le cylindre.
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et théoremes
de Bernoulli

Exercice 21.1 : Tube de Pitot (PC-PSI)

On considére un fluide qui s’écoule dans une canalisation horizontale.
L’écoulement est homogene, permanent, parfait et incompressible. Exprimer la
vitesse v en fonction de g et de h.
%
0

Cours: Théorémes de Bernoulli

11 existe deux versions trés importantes des théorémes de Bernoulli selon la nature de 1’écou-
lement.

* Ecoulement homogene, parfait, permanent, incompressible, irrotationnel (HPPII),

p, v N
=+ 5 + gz = cte en tout point de I’écoulement.
i

2
. . . v
* Ecoulement homogene, parfait, permanent, incompressible (HPPI), p + > + gz = cte
I
sur une ligne de courant. Attention la constante ne prend pas la méme valeur sur une autre
ligne de courant.
Attention a bien vérifier que 1’axe Oz est bien orienté vers le haut. Dans ce cas, on a +0z
dans le théoréme de Bernoulli.
Si I’écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales, alors on peut appliquer
la relation fondamentale de la statique des fluides dans la direction verticale.
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¥

L atmosphere
z qJ l Po
of B>

0 4

b
B h V.
h1 T 1 Thz

s ‘l' Are A &4

Al — A2

L'écoulement est homogéne, parfait, permanent et incompressible (HPPI).
On peut donc appliquer le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant hori-
zontale A} — A,. Le point Ay est un point d'arrét. La vitesse est donc nulle
en ce point. Le théoréme de Bernoulli s'écrit :

2 2
Le vecteur vitesse au point A; est v. On a donc :

1 1
L + SV, +0Za = DTAz + VA, + 02,

1
PA, — PA, = Euv%eq.l)

A1—>Bl

L'écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales. On peut
donc appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homo-

génes et incompressibles :m + 0z, = Pe1 + gza,. La point B; est en
H H
contact avec l'air. On a donc pg, = Po. Soit :
Pa, = Po + pghy (eq.2)
Al — Bl
La vitesse est nulle au point A, et la pression au point B, vaut py puisque
le fluide est en contact avec l'atmosphére. Le fluide est immobile. On peut

donc appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homo-
génes et incompressibles :

Pa, = Po + pghs (eq.3)
On fait la différence (eq.3) - (eq.1). On obtient :
Pa, — Pa, = pg (N2 —hy) = pgh

1
En utilisant U'équation 1 : pa, — Pa, = E,uvz, on en déduit :

v =,/2gh

Cette relation permet de mesurer la vitesse d’écoulement d’un fluide a partir
de la hauteur h.
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Exercice 21.2 : Débitmétre (PC-PSI)

On considére un fluide qui s’écoule dans une canalisation horizontale.
L’écoulement est homogéne, permanent, parfait et incompressible.

1. Exprimer le débit volumique en fonction de S§,$,g et h.

2.S1 S < S, comparer les pressions a 1’entrée et a la sortie de la canalisation.

hl

v N

1 V2

S1 SZ
S

Analyse du probléme

Avant d’appliquer le théoréme de Bernoulli, il faut bien regarder si toutes les hypo-
theses sont bien vérifiées. Si I’écoulement est parfait et les lignes de courant sont
horizontales, alors on peut appliquer la relation de la statique des fluides dans la
direction verticale.

Comme 1’écoulement est incompressible, on utilisera la conservation du débit
volumique.

2 & 1.
'{ 5_11 atmosphere
bo Po
By

nl.. s,
AN

U1 A1= A9= (%]

Sl 52

Al — A2

L'écoulement est homogéne, parfait, permanent et incompressible (HPPI).
On peut appliquer le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant
A; — Ay, soit:

pa, 1 Pa, 1
71 + 5U2A1 +92a = 72 + §U2Az +9Zp,
On en déduit :
1 2 2
PA — PA, =+ 1 (UZ - vl) (eq.1)

2
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Conservation du débit volumique

L'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit volu-
mique :

1S =1$S(eq.2)

A]_—) Bl etA2—>82

L'écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales, alors on
peut appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homogénes
et incompressibles dans la direction verticale, donc :

pA1 = pB1 + ,U’ghl
On peut appliquer la méme relation pour Ay — B;, soit
Pa, = PB, + pgh;

Les points B; et B, sont en contact avec latmosphére, donc
pPs, = PB, = Po. On en déduit que :

pA1 - pAz = N’gh (eq3)

Des équations (1) et (3), on en déduit :

1
pgh = Eﬂ(vg - U12)

En utilisant l'équation (2), on a :

Soit :

Le débit volumique est :

2gh
Dv=Sv =S ﬁ

2.51S < G, alors v, > vy d’aprés la conservation du débit volumique.
D'aprés le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant A; — A, on a

Pa, < Pa

Un rétrécissement du conduit provoque une dépression.
Cet effet s'appelle l'effet Venturi. Exemple d’application : trompe a eau uti-
lisée en chimie.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 21 + Equation d’Euler et théorémes de Bernoulli

Exercice 21.3 : Régime transitoire de la vidange d’un réservoir
(PC-PSI)

On consideére un réservoir cylindrique de section Sa et de hauteur h(t). At =0,

h(t) = hg. L’écoulement est homogeéne, parfait et incompressible. On étudie le

régime transitoire de la vidange du réservoir dans un tube de section Sg et de lon-

gueur L. On suppose que Sa > Sg.

1. On suppose que dans le tube, le vecteur vitesse est ¥ = v (X,t) Uy. Montrer que

v ne dépend pas de X.

2. Montrer que la vitesse dans le réservoir est négligeable devant v.

3. Exprimer v en fonction du temps en supposant que le niveau dans le réservoir

n’ait quasiment pas varié.

1
On rappelle que / T Argthu + cte.

atmosphere .

“ Do 9 l

h(t) 4

section

Sa
cau segtion
——5
0 N

Analyse du probléme

Il s’agit d’un probléme de mécanique des fluides en régime transitoire. Comme
I’écoulement est incompressible, on peut appliquer la conservation du débit volu-
mique en régime transitoire. On définit un axe OX et une ligne de courant reliant A
et B. On pourra appliquer 1’équation d’Euler et la projeter sur cette ligne de courant.

atmosphere ~
2@ ‘ Do 9 l,
h(t) 4
section
. Sa
cau i section
0

1. L'écoulement est incompressible. Dans le tube, on a div(v = 0). En coor-
données cartésiennes, on a :
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R
div(3) = a—z —0

On en déduit que v ne dépend pas de X.

2. L'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit
volumique. Au point A, le débit volumique est vaSa. En B, le débit volu-
mique est vgSg. On a donc vaSA = v S, soit

VA = UB—
A B S
Comme Sp > Sg, alors
va < v

La vitesse dans le réservoir est donc négligeable devant la vitesse dans le
tube.

3. Pour trouver l'équation différentielle de la vitesse, on écrit l'équation
d’Euler que lon va projeter sur la ligne de courant A — B.

Cours: Projection deI’équation d’Euler sur une ligne de courant
L’équation d’Euler est :

v — 2 - . — .
7 ot + grad; + (rot v> AV ) = —gradp + ug

. . I ST
On projette sur une ligne de courant avec v et dl colinéaires.

Attention : Sur une ligne de courant, v et Ef sont colinéaires mais on n’a pas

- = . .. , . .
dl = vdt car on travaille avec une description eulérienne et non lagrangienne !

Cours:
On a alors :

v 2 - ,
(5 + gt + (Ri0) £7) - 0 = —gmatp- @+ T

On peut effectuer plusieurs simplifications :

. ((r_o)t 17) A 17) dl =0 car ((r_>ot T)) A T)) est un vecteur orthogonal au vecteur vitesse.
2 2

. grad % Sl =d ”7) d’aprés la définition du gradient : dU = gradU - dl .

- gradp- dl =dp

« pg- df = —pgdz
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On intégre sur la ligne de courant A — B :

8v vZ v2
_f 78—7A = —(pB — PA) — g (ZB — Zp)
A

Remarque : La surface latérale du jet libre est en contact avec 1’atmosphére. Si I’écoule-
ment est parfait, horizontal et si on néglige I’influence de la pesanteur sur la petite section
Sg, la pression est uniforme en sortie et égale a pg = pPo.

¥

Analyse des différents termes :
e Sur la ligne de courant A — 1, la vitesse est négligeable et la dérivée de

N

la vitesse est quasi nulle. Il reste a intégrer sur la ligne de courant

-

av
| — B. On peut sortir a de lintégrale puisque la vitesse ne dépend pas

de X. On note v la vitesse dans le tube. Comme la vitesse v ne dépend
que de t, on peut remplacer la dérivée partielle par rapport au temps par
une dérivée droite. On a alors :

dt

B

/_v.Ef_de
ot

A

On a vu que la vitesse en A est négligeable devant la vitesse en B, donc

2 2 2
Y8 _ VA U
2 2 2

Le point A est en contact avec l'atmosphére, donc pa = Po. On a donc
Pe — pa=0.

—ug (zg — za) = pugh. Daprés I'énoncé, on suppose que la hauteur du
réservoir n'a quasiment pas varié, donc h = hy.

La projection de 'équation d'Euler sur une ligne de courant entre A— B
s'écrit :

d v2

—L — = ugh
TS +M2 #gng

Pour résoudre cette équation différentielle non linéaire, on transforme
l'équation pour utiliser lintégrale proposée dans l'énoncé.

L dv . v?
gho dt N 2gh0
On sépare les variables :

dv gh()

—— ==t
v? L

1—

2gho
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Pour utiliser lintégrale de 'énoncé, on pose U =

On a alors :

h
Jagho -2 %dt

1 —u?

On integre cette équation non linéaire :

/gh
Argth (u) = %Hrcte

Pourt =0, v =0, donc cte = 0. On pose
212
T=,]—
gho

Y ) =1 soit:
V= \/Zgh()th< )

On a donc : Argth(

t
-
Interprétation physique

Sit — oo, alors

V—> Vlim = \/2gh0

Ce résultat est prévisible en appliquant le théoréme de Bernoulli en régime
stationnaire sur la ligne de courant A — B. Cest la formule de Torricelli.
On vérifie que 7 est bien homogéne a un temps. Plus la longueur du tube est
grande, plus la constante de temps est grande.

v
Viim

0.8 /
0.6

0.4] /
0.2{/

o 1 2 3 4 5

L2
p-
Au bout de quelques 7, le régime permanent est atteint.
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Exercice 21.4 : Cyclone et écoulement tourbillonnaire (PC-PSI)

A Pintérieur d’un cylindre d’axe Oz, de rayon R, 1’écoulement de 1’air est homo-
gene, parfait, permanent, incompressible et tourbillonnaire. On définit a I’inté-
rieur de ce cylindre (appelé oeil du cyclone) le vecteur tourbillon & = Qi, avec
Q = cte.

A P’extérieur du cylindre, I’écoulement est homogeéne, parfait, permanent, incom-
pressible et irrotationnel. On note Py la pression infiniment loin du cylindre.

Les lignes de courant sont des cercles. On admet que v = v (r) Ug. On néglige les
effets de la pesanteur.

On rappelle que :
— o ]- aa-Z aa@ = aar aa-Z = 1 a (r a&) 8a|’ -
t@Q) = —— — — _— — _ —
rot (@) (r 90 az)uf+<az 8r>u9+r( ar a0 )

1. Exprimer v en fonction de r,R et €2 par deux méthodes.
2. Déterminer la pression p en négligeant les effets de la pesanteur.

Analyse du probléme

L’écoulement est tourbillonnaire a 1’intérieur du cylindre. Pour déterminer la vites-
se a ’intérieur du cylindre, on pourra utiliser le rotationnel en coordonnées cylin-
driques ou calculer la circulation du vecteur vitesse par analogie avec la magnéto-

statique.

Pour déterminer la pression, on pourra appliquer le théoréme de Bernoulli a condi-
tion de bien vérifier les hypothéses d’application, sinon on revient a 1’équation

d’Euler.

i 11 faut bien connaitre la définition du vecteur rotation :

1. Premiére méthode pour calculer v : utilisation du rotationnel

%

sur Uy : rd (rv(r)).
rdr
e 1®"cas:r < R Ona
li (ro(r)) =2Q
rdr
On sépare les variables : d (rv) = 2Qrdr
L'intégration donne : rv = Qr? + C;. Soit :

C
v=r§2—i—T1

Comme v = v (r) Uy, le rotationnel du vecteur vitesse s'écrit en projection
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Sir — 0, la vitesse est nécessairement définie, alors C; = 0.
A lintérieur du cylindre, la vitesse est donc :

v=rQ
e 28me cag:r > R. Ona:

1d

cqr ) =0

) &)
On a donc rv = C,, soit v = R

. . . C
La vitesse est nécessairement continue pour r = R, donc R RS2. On en

déduit donc la constante d'intégration :
C, = R*Q

La vitesse a 'extérieur du cylindre est :

Deuxiéme méthode : Calcul de la circulation du vecteur vitesse

Cours:
On utilise le méme raisonnement qu’en magnétostatique avec un cylindre infini parcouru par
des courants volumiques uniformes portés par I’axe du cylindre.
, . B —> e
En magnétostatique, on a divB = 0 etrot B = y1j .

o . . - — =
En mécanique des fluides, on a dans cet exercice : divo = 0 et rotv = 2.

On a donc I’analogie suivante : B— ¥ et Mof - 2Q.
Le théoréme d’ Ampére s’écrit :

%éﬁZ//?otg.ﬁzﬁuof.ﬁzwemé
S S

L’équivalent du théoréme d’Ampere s’écrit :

5.d = [[ rotv-dS= 5. 38
7€ d /S/t d /Zmd

2 Comme pour le théoréme d’Ampére, on considére un contour I', c'est-a-dire
Q une courbe fermée orientée. Ici, on prend un cercle passant passant par M,
de rayon r et orienté suivant U.
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La circulation du vecteur vitesse sur le contour I" est :

27
%ﬁ-jz%v(r)ﬁg-rdwg:v(r)r/d@:v(r)Zﬂr
0=0
fﬁ@f: r_&z.c?sz/ 25 . 3%
S

Le vecteur d_é est orienté par la régle de la main droite. On a donc

a8 = (dr) (rdo) .

Il y a deux cas pour calculer le flux du vecteur tourbillon :

e 1% cas: r < R. Il faut intégrer entre O et r et langle @ entre 0 et 27.
On a donc : v (r) 2ar = 2Q7r 2, soit :

v=rQ

e 28me ca5 : 1 > R. Attention, le vecteur tourbillon est nul & l'extérieur.
Par contre, il n'est pas nul a lintérieur du disque de rayon R. Il faut donc
intégrer entre 0 et R et langle 6 entre 0 et 27w. On a donc :

v (r)2nr =2QrR?, soit :

On retrouve bien les mémes résultats qu'avec la méthode 1.
v

RQ

0,8
0,6
0,4
0,2

0 1 2 3 4=
R

@ L utilisation du théoréme de Stokes : ‘(ﬁ a.dl = / / Totd- dS est fréquente en
S

physique : théoréme d’ Ampere en magnétostatique, circulation du vecteur vitesse

pour un écoulement rotationnel, circulation du potentiel vecteur A... Sest une sur-
face qui s’appuie sur le contour I' et orientée avec la régle de la main droite.
Attention : mémes les gauchers doivent utiliser la main droite !
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2. A Uextérieur du cylindre :

L'écoulement est homogéne, parfait, permanent, incompressible et irrota-
tionnel (HPPII). On peut donc appliquer le théoréme de Bernoulli.

v
La quantité P + > + gz = cte est constante en tout point de l'écoule-
1

ment. Si I — oo, alors la vitesse est nulle et la pression tend vers py. On
reste a la méme altitude, donc :

P, v P
-4 — ==
L2 p
o R2Q
On a vu dans la question précédente que v = - Ona:

_ 1 R'Q?
p_p() 21“’ r2

A lintérieur du cylindre :

L'écoulement est homogeéne, parfait, permanent, incompressible et rotation-
nel. On pourrait appliquer le théoréme de Bernoulli sur une ligne de courant
mais pour chaque cercle, on aurait une constante différente. Cette méthode
ne permet pas de calculer la pression.

Il faut donc revenir a l'équation d’Euler.

00— — .\ . — .
e + grad; + (rot v) AV | = —gradp + ©g

N

v =
On est en régime permanent donc T = 0. A lintérieur du cylindre :

rot o = 2Qy. On néglige les effets de la pesanteur.

On a donc :
— (r2Q? _ - ap. 1ap. ap.
d 2QU, ATQUy | = ——U — ——Uy — —U
“(gra(2)+ ? 9) ar " rag "’ 9z 2
Soit :

- _ ap . 10p. ap .
20, — p2r Q26 = —2Pa, — ~2Pg, — Py
pES S — T T ar T T ra0 Y 9z ¢

On peut projeter dans la base (U ,Uy,Uy).

p

—prQ? = —
a or
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a d
La pression ne dépend pas de 0 et de z. On peut remplacer a—? par d_rP On
a alors :
dp
—ur Q= ——"—
a dr
Il reste a séparer les variables :
dp = pr Q%dr

On intéegre :

r2
2
p= “EQ + cte
Pour déterminer la constante d'intégration, on se place en r = R puisque
la pression est continue en tout point de l'espace. On doit donc avoir :

1 R'Q? R?
po—z,u R2 ZHTQ +Cte

Soit :
cte = py — uR*Q?

On en déduit la pression a lintérieur du cylindre :

2
p= M%QZ + (po — pR*Q?)
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Bilans dynamiques
et thermodynamiques

Exercice 22.1 : Pompe et dénivellation (PC-PSI)

On considere un écoulement homogene, parfait, permanent, incompressible. On
appelle Dy, le débit massique. Calculer la puissance a fournir a la pompe pour
que I’eau franchisse la dénivellation de hauteur H en fonction de D, 1, p1, P2,9
et H.

On appelle p;,v; la pression et la vitesse de I’eau a 1’entrée de la pompe et p, v,
la pression et la vitesse de 1’eau a la sortie de la pompe. La section S a ’entrée
de la pompe est égale a la section S en sortie.

C D2
D
pompe

P1 A

U1

e

Analyse du probléme

11 faut effectuer des bilans pour calculer la puissance. On ne peut pas appliquer le
théoréme de Bernoulli car on ne peut pas définir de ligne de courant a I’intérieur de
la pompe. Le raisonnement sur les systémes ouverts est trés important et peut s’ap-
pliquer pour le premier principe, le deuxiéme principe de la thermodynamique, le
théoréme de la quantité de mouvement, le théoréme du moment cinétique, le théo-
réme de 1’énergie cinétique...

Cours: Méthode pour effectuer des bilans avec des systemes ouverts

On considére un régime permanent d’écoulement avec une entrée et une sortie.

Le fluide compris entre AB et CD est un systéme ouvert. On ne peut pas appliquer le pre-
mier principe de la thermodynamique. 11 faut se ramener a un systéme fermé ¥ défini de la
fagon suivante :
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» Systéme fermé X at : il est défini par la partie commune (PC) appelé volume de contrd-
le + la masse dm; qui rentre pendant dt.

» Systeme fermé X a t +dt : il est défini par la partie commune (PC) appelé volume de
contrdle + la masse dmy qui sort pendant dt.

partie commune partie commune

)
)

pompe pompe

A A

B B

dm1
schéma a t schéma a t + dt

On a bien un systeme fermé. On note avec un indice les différentes grandeurs de la partie
commune : énergie interne Upc, énergie mécanique Eypc, masse mpc...

Comme on est en régime permanent, les différentes grandeurs de la partie commune sont les
mémes atetat+ dt. On a donc :

Upc(t) = Upc(t +dt)
Empc(t) = Empc(t + dt)
Mpc(t) = Mpc(t + dt)

Conservation dela masse:

La masse du systeme fermé est laméme atetat+dt:

* Masse du systéme fermé a t : Mpc(t) + dm;.

* Masse du systéme fermé a t + dt : Mpc(t + dt) + dmy.
Comme Mpc(t) = Mpc(t 4 dt), on a donc :

dm; = dm; = dm
On note par la suite dm la masse qui rentre pendant dt et qui est aussi égale a la masse qui
. . dm , . .
sort pendant dt. Le débit massique vaut Dy = T On a conservation du débit massique

puisque ’écoulement est permanent.

Premier principe de la thermodynamique pour un systéme ouvert en régime per ma-
nent :

On applique le premier principe de la thermodynamique au systéme fermé ¥ défini précé-
demment pendant dt :

dU + dEm = 0W +6Q
Calcul delavariation d’énergieinterne:
dU =Usg (t +dt) —Usx (1)
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e Uy (t) = Upc (t) + dmuy. L’énergie interne de la masse qui rentre pendant dt s’expri-
me avec ’énergie interne massique U; a I’entrée et dm la masse qui rentre pendant dt.

e Uy (t 4+dt) = Upc (t +dt) +dmus.
En régime permanent, U; et U, sont indépendants du temps et Upc(t) = Upc(t +dt).Ona
donc :
dU =dm(uy — up)
Calcul delavariation d’énergie mécanique :

dEm = Emy (t +dt) — Emz (1)
1
¢ Emx(t) = Empc () + Edmv% + dmgz; .

1
* Emgz (t +dt) = Empc (t +dt) + Edmv% +dmgz; .

On a vu qu’en régime permanent Eqpc(t) = Empc(t 4 dt), on a donc :

1 1
dEm = dm (—v% +gz — vl - gzl>
2 2
Calcul du transfert thermique:

On appelle q le transfert thermique massique algébriquement regu par le systéme =
pendant dt. On a alors :

5Q = gdm

Calcul du travail :

Il y a trois termes : travail des forces de pression a 1’entrée, travail des forces de pression a
la sortie et travail autre que celui des forces pression (appelé travail indiqué ou travail utile).
Dans tous les cas, ¢’est un travail algébriquement recu de I’extérieur.

 Travail des forces de pression a I’entrée : ¢’est un travail positif car les forces de pression
sont motrices. On définit un axe OX orienté vers la droite. La force de pression est

lzl = p; S iy Le travail élémentaire vaut : 6W; = Izl . Efl = p1Sdl;. On peut expri-
mer le volume S;dl; de la masse qui rentre pendant dt en fonction de la masse volumique
1. Onadonc:

sw; = Plam

H1

» Travail des forces de pression a la sortie : ¢’est un travail négatif car les forces de pres-
sion sont résistantes. On définit un axe OX orienté vers la droite. La force de pression est

IEQ = —pSly. Le travail élémentaire vaut : dW5 = ﬁz . Efz = —p2Sdl;. On peut
exprimer le volume Sdl, de la masse qui sort pendant dt en fonction de la masse volu-
mique z. On a donc :

5W2 = Edm

H2
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Le travail indiqué peut s’exprimer en fonction du travail indiqué massique wj. wj est le tra-
vail massique fourni aux parties mobiles de la machine. Il est algébriquement regu par le
fluide. wj > 0 pour un compresseur et w; < 0 pour une turbine.

On a donc :

oW = &dm — Edm+ widm

M1 H2

Le premier principe s’écrit :

1 1
dm(uz—ul +—v§+gzz——v%—gzl> =dm<& —E—FUJi +q>
2 2 By M2
Tout se passe comme si une masse dm passait de I’état 1 a 1’état 2.
On simplifie par dm et on fait apparaitre I’enthalpie massique définie par
p

h=u+ —
7]

Remarque: L’inverse de la masse volumique est le volume massique qui est peu utilisé en
mécanique des fluides. De plus la notation habituelle en thermodynamique du volume mas-
sique v est utilisée ici pour désigner la vitesse...

On a donc :
1, 1,
hz—h1+§v2—5v1+9(22—Zl)=wi+q

C’est une expression que 1’on peut appliquer par coeur a condition de bien connaitre les
hypothéses : régime permanent d’écoulement pour un systéme ouvert a une entrée et une
sortie.

Si on multiplie par dm et on divise par dt. On a :

1 1
Dm(hz—hl+§U%—EU%+Q(22—ZI)> =B + P

muwj

. - . d . .
P est la puissance indiquée, c’est a dire P} = et Py, est la puissance thermique algé-

briquement regue.

L'écoulement est parfait. La transformation est donc adiabatique et réver-
sible, c’est a dire isentropique.
Le premier principe de la thermodynamique s'écrit pour la pompe en régime
permanent :

1 1
Dm<h2—h1+5v§—50%+9(22—21)) =P + P

Pih = 0 car la transformation est adiabatique.
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P est la puissance a fournir a la pompe, que l'on va noter P. Pour un com-
presseur, on a P > 0 alors que pour une turbine, ona P < 0.

Pour calculer hy —h;, on utilise Llidentité thermodynamque
dH = TdS+ Vdp. On divise par la masse pour passer en grandeurs mas-
siques. Le volume massique est linverse de la masse volumique. On a donc :

1
dh = Tds+ —dp
W

ds = 0 car la transformation est isentropique. On intégre entre l'état 1 et
1

'état 2, soit : h2 — h1 = — (pz — p1)
I

Ona:

1 1 1
P = Dm (;(pz— p1)+§v§—§vf+gH)

L'écoulement est incompressible. On a donc conservation du débit volu-
mique :

Dv =v1§ =unS

Comme S = S, alors v; = vy. On en déduit finalement :

1
P=Dm<;(pz—p1)+9H)

Exercice 22.2 : Force exercée par un liquide sur un tuyau coudé
(PC-PSI)
On considére un tuyau coudé horizontal de section S constante. L’écoulement de
I’eau est homogene, parfait, permanent, incompressible. On néglige les variations
d’altitude dans le tuyau. On appelle v; et v, respectivement les vitesses a I’entrée
et a la sortie du tuyau. On appelle p; et p, les pressions respectivement a I’entrée
et a la sortie du tuyau. On suppose que la pression est uniforme a I’entrée et a la
sortie du tuyau.

1. Montrer que p; = p».

2. Exprimer la force exercée par le fluide sur le coude dans le plan horizontal en
fonction de Dy, 1, S, et p.
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V2

b

Analyse du probléme

On peut appliquer le théoreme de Bernoulli sur une ligne de courant puisque les
hypothéses HPPI sont vérifiées. Le fluide compris entre AB et CD est un systéme
ouvert. Il faut donc se ramener a un systéme fermé pour appliquer le théoréme de la
quantité de mouvement.

%

1. L'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit
volumique : Dy, = Sv; = Sv;. Comme § = S, on a donc v; = vy que
U'on appellera v dans la deuxiéme question.

L'écoulement est homogéne, parfait, permanent, incompressible (HPPI). Le
théoréme de Bernoulli s'écrit sur une ligne de courant entre l'entrée et la sor-
tie :

P2 1 2 P1 1 2
—+ = = — 4= Z
M+2U2+92 u+2v1+91

On néglige les variations d‘altitude dans le tuyau, donc z; = z,. Comme
v] = vy, on a donc : p; = Po.

2. Définition du systéme fermé :

On ne peut pas appliquer le théoréme de la quantité de mouvement a un sys-
téme ouvert. Il faut se ramener a un systéme fermé X défini de la fagon sui-
vante :

e Systéme fermé ¥ a t : il est défini par la partie commune (PC) appelé
volume de contréle + la masse dm; qui rentre pendant dt.

e Systéme fermé X at +dt : il est défini par la partie commune (PC) appe-
[é volume de contrédle + la masse dm; qui sort pendant dt.
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partie commune _ C partie commune
—>
D 2 D
y dm2
AHB | AHB
x
dm1
UlT schéma a ¢ schema a ¢ + dt

Régime permanent d'écoulement :

On est en régime permanent, donc la quantité de mouvement de la partie
commune a t est la méme quat + dt : Ppc (t) = Ppc (t +dt).
On a conservation du débit massique, donc dm; = dm; = dm.

Bilan de quantité de mouvement :
A t, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :

P (t) = Prc (1) +dmy,
At +dt, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :
P (t 4 dt) = Pec (t 4 dt) + dm,
On a donc :

P(t+dt) — p(t) =dm @@ — )

pt+d)—p

dt = Dm (172 - 171)

Théoréme de la quantité de mouvement :

pt +d3 SLICIS -

Bilan des actions extérieures :

* Force de pression a Uentrée : p; Sliy.

e Force de pression a la sortie : — p, Sly.

® Poids du systéme fermé : mg.

e Force que le coude exerce sur l'eau. Cette force est l'opposée de la force
F que l'eau exerce sur le coude.

Le théoréme de la quantité de mouvement dans le référentiel terrestre gali-
léen s'écrit :
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Pt+d)—p

at =Dm(62—51)=plsay_p25‘jx+m§_q

On a donc :
F = piSliy — p>Slix + MG — D (v2iix — v10y)
Le débit massique est Dy = pSv. On en déduit :

F = (piS+ pSv?) by — (p2S+ pSv?) lix + mg

2
Le débit volumique est D, = Sv, on a donc : v> = —2. Comme p, = py, la

57

force F’ que le fluide exerce sur le coude dans le plan horizontal est donc :

D2\ . D2\ .
= (D1S+ ug") Uy — <|015+ ugv) Ux

Exercice 22.3 : Force subie par un réservoir (PC)

402

On considére un réservoir muni d’une vidange. On suppose que Sg <K Sa.
L’écoulement est homogéne, parfait et incompressible.

1. Au bout d’une durée trés courte un régime quasistationnaire est établi (voir
exercice 11.3). Montrer que la vitesse de sortie vaut alors vg = 4/2gh.

2. Exprimer la force que I’eau exerce sur le réservoir.

3. Quelle est la condition sur le coefficient de frottement f pour que le réservoir

ne glisse pas ?
atmosphere gl

A T
Sa

cau

§Se

sol

2& 1. Théoréme de Bernoulli

L'écoulement est incompressible. On a donc conservation du débit volu-
mique : D, = vaSa = vgSg. Comme Sg « Sa, alors va K vB.
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atmosphere 7 l
DPo
4 o
? N
_________________ o D
eau

sol

L'écoulement est homogene, parfait, quasistationnaire et incompressible
(HPPI). On peut donc appliquer le théoreme de Bernoulli sur la ligne de cou-
rant A— B:

1 1
%+5vi\+ng=%+§vé+ng

L'entrée et la sortie sont en contact avec l'air. On a donc pa = ps = Po-. De

plus za — zg = H. La vitesse en A est négligeable devant la vitesse en B.
On a donc :

vg = \/29h

2. Définition du systéme fermé :

7 J I J o dmy
dmy e K K
L7 L7
partie commune~" | L partie commune~" L
schémaat schéma a t + dt

Le fluide compris entre 1 J et KL est un systéme ouvert. On ne peut pas
appliquer le théoréme de la quantité de mouvement. Il faut se ramener a un
systéme fermé X défini de la facon suivante :

e Systéme fermé X at : il est défini par la partie commune (PC) appelé
volume de contréle + la masse dm; qui rentre pendant dt.

o Systéme fermé X at +dt : il est défini par la partie commune (PC) appe-
lé volume de contrdle + la masse dm; qui sort pendant dt.
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Régime permanent d'écoulement :

On est en régime permanent, donc la quantité de mouvement de la partie
commune a t est la méme quat + dt : Ppc (t) = Ppc (t +dt).
On a conservation du débit massique, donc dm; = dm;, = dm.

Bilan de quantité de mouvement :
A t, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :

P (t) = Prec (1) +dmu,
At +dt, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :
P (t +dt) = Ppc (t +dt) +dmu,
On a donc :
P(t+dt) — p(t) =dm (v —v)
Dol :

pt+d)—p)
dt

= Dm (7)2 - 1_51)

Théoréme de la quantité de mouvement :

pt +d<t1i PO _ g,

Bilan des actions extérieures :

® Force de pression a l'entrée : — poSaUz.

® Force de pression a la sortie : — ppSgUix.

® Poids du systéme fermé : mg.

e Force que le réservoir exerce sur ['eau. Cette force est 'opposée de la force

Izl que l'eau exerce sur le réservoir.

Le théoréme de la quantité de mouvement dans le référentiel terrestre gali-

léen s'écrit :
P(t+dt)—p()

e = D (T — ¥1) = —PoSaliz — PoSsilix + Mg — F;

On néglige la vitesse a 'entrée. On a donc :

Fi = md — poSal; — PoSeiix — Dmuaiix

3. Le systéme mécanique étudié est le réservoir.
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@ On ne considére pas 1’eau a I’intérieur !

On suppose que le référentiel terrestre est galiléen.

z@ Bilan des actions mécaniques extérieures :

® Poids du réservoir : Mg.

® Force F; que leau exerce sur le réservoir. Cette force a été déterminée
dans la question précédente.

e Réaction du support R que l'on peut décomposer en une réaction tan-
gentielle T et une réaction normale N.

* Force de pression atmosphérique Fp

Méthode pour calculer lesforces de pression sur le réservoir

On a souvent besoin en mécanique des fluides de calculer la résultante des forces
de pression Fp qui s’exercent sur une surface qui n’est pas fermée. On utilise sou-
vent la méthode consistant a définir une surface fermée fictive.

On chercher a calculer ﬁp la résultante des forces de pression de 1’air qui s’exercent
sur le réservoir. Ces forces s’exercent sur la surface ¥; constitué des parties CD,
EF, FG, HI et | J (traits pleins sur la figure). Elles ne s’appliquent pas sur les par-
ties DE (pas d’air), GH (pas de réservoir) et CJ (pas de réservoir).

On définit la surface X, constituée des parties DE, GH et CJ (traits en

2@ pointillés sur la figure).

pas de réservoir

J

P o ==

pas de réservoir

I Ii/
) 1

—b
F G
D ----/—----- E

pas d'air

On définit ainsi la surface X + X, fictive et entourée d’air. Elle n’a pas de réalité
physique mais la résultante des forces de pression de ’air sur cette surface fermée
fictive Xy + ¥ est nulle puisque la pression Py est uniforme. On pourra alors en
déduire tres facilement Fp.
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¥

La surface X1 + X, est une surface fermée.

#. _pOd_)Sext=—///gl‘—a()1podT=6
\%

i+

La résultante des forces de pression de lair sur cette surface fermée
31 + X est nulle puisque la pression Py est uniforme.
On peut décomposer cette somme en deux termes :

e Résultante des forces de pression de l'air qui s'exercent sur X : Izp.
e Résultante des forces de pression de lair qui s’exercent sur X, :
pOSAUz - pOSAl_jz - pOSBl_jx-
On a donc: 0 = Izp + PoSaliz — PoSaliz — PoSpUix-
Soit :
IE'p = pOSBUx

Etude de l'équilibre du réservoir
On applique le théoréme de la quantité de mouvement au réservoir a 'équi-

libre :
0=MG+F +T+N+F
On a vu dans la question précédente que :
Fi = mg — PoSatiz — poSelix — Dmvglix
On projette T et N sur Gy et Gy. On a donc :

0= MG+ mg — poSaliz — PoSelix — Dmuglix + Tiix
+Nl_jz+ pOSBl.—jX

On peut étre surpris que le poids de l'eau n‘apparait pas dans [‘équation pré-
cédente traduisant l'équilibre du réservoir mais il intervient bien dans la

force Izl.
—Dmug+T =0

En projection sur Uy et Uz, ona: |—mg — Mg — poSa+ N = 0.
0

On en déduit que :

T:DmUB
N =mg+ Mg+ poSa
0
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La condition pour que le réservoir ne glisse pas est que :
ITI < fIN]
Soit :

Dmue < f(mg + Mg+ poSa)

Exercice 22.4 : Fusée Ariane 5 (PC-PSI)

On ¢étudie le décollage vertical de la fusée Ariane 5. La masse de la fusée et du
satellite est notée Ms. A t = 0, la masse de gaz est notée Mgy. Les gaz sont éjec-
tés avec une vitesse verticale par rapport au référentiel terrestre galiléen a la
vitesse relative U par rapport a la fusée. On note Dy, le débit massique supposé
constant. On néglige les frottements de 1’atmosphére et le champ de pesanteur g
est supposé€ uniforme.

Dm = 3,6 x 103 kg.s_1 ; g=9,8 ms=2 ; my=ms + Mgo = 460 x 103 kg ;

u=2,1x10>ms™!

1. Déterminer la force, due a I’¢jection des gaz, subie par la fusée.

2. Quelle doit étre la valeur minimale de cette force pour que la fusée décolle ?
Calculer I’accélération de la fusée at = 0.

3. Calculer la vitesse de la fusée au bout de 15 s.

Analyse du probléme

Le systéme { fusée + carburant} est un systéme ouvert. Il faut donc se ramener a un
systéme fermé pour appliquer le théoréme de la quantité de mouvement. L’énoncé
donne la vitesse relative des gaz, c’est-a-dire la vitesse des gaz par rapport a la
fusée. On a un systéme ouvert en régime non permanent avec une sortie. On va
adapter la méme méthode vue précédemment en définissant rigoureusement le sys-
teme fermé X atetat + dt.

1. Définition du systéme fermé :

Y ﬁ .

T+dv
partie commune partie commune
dm
U+ v+dv
schéma a t schéma a t + dt
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Le référentiel absolu est le référentiel terrestre supposé galiléen. On appel-
le v le vecteur vitesse de la fusée t, dv la variation du vecteur vitesse de la
fusée pendant dt. Le vecteur vitesse de la fusée a t + dt est donc v + dv.
On se raméne a un systéme fermé X de la fagon suivante :

Systéme fermé = at : fusée de vitesse v de masse m¢ + mg(t).

Systéme fermé ¥ a t +dt : fusée de vitesse (v + dv) de masse
(m¢ + mg(t) — Dmdt) + gaz éjecté de masse dm. En effet, pendant dt
une masse dm = Dydt de gaz a été éjectée. Cette masse de gaz éjectée
a une vitesse relative U par rapport a la fusée. On applique la loi de com-
position des vitesses a dm pour calculer la vitesse absolue de la masse de
gaz éjectée : Uy = Ur + Ve. Le référentiel relatif lié & la fusée est en
translation rectiligne par rapport au référentiel terrestre, donc la vitesse
d’entrainement est égale a la vitesse de la fusée, soit ve = v + dv. La
vitesse absolue de la masse dm est donc : v4 = U + v + dv.

Bilan de quantité de mouvement :

A t, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :

pt)=(m; +mg(t)v

At +dt, la quantité de mouvement du systeme fermé vaut :

P (t 4 dt) = (ms + Mg (t) — Dydt) (U + dv) + Dpdt (U + v 4 dv)

En simplifiant, on a :

P(t+dt)—pt)=(ms +mg(t)dv+ Dndtl

On obtient :

Pt+d)—p
dt

dv ﬁ
= (M +mg (1)) d—'t) + D

Bilan des actions mécaniques extérieures :

Forces de gravitation : (ms + mg (1)) §.
Le théoréme de la quantité de la mouvement s’écrit :

Soit :

P (t+dt) — p(t dv > =
p(+di p():(mf—l—mg(t))d—:-i-DmU:(mf+mg(t))g
dv _ _
(My +mg (©) <= = (M +Mg (1) § — D
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La force due a l'éjection des gaz subie par la fusée que L'on appelle force de
poussée est donc égale a :

— D
Tout se passe comme si on appliquait le théoréme de la quantité de mouve-

ment au systéme fermé de masse m¢ + Mg (t) soumis aux forces de pesan-

teur (mf + myg (t)) g et a la force que les gaz éjectés exercent sur la fusée.

Interprétation qualitative avec un ballon qui se dégonfle

On considére un ballon immobile qui se dégonfleat = 0.

e 18 interprétation : La quantité de mouvement du ballon est donc nulle.
Le ballon se déplace vers la gauche par exemple alors que la masse d'air
se déplace vers la droite. Comme on a conservation de la quantité de mou-

vement, la somme des deux quantités de mouvement est donc nulle a tout
instant t.

e e systéme étudié est le ballon + la masse air qu'il contient a t sauf la
masse dm qui va sortir pendant dt. Ce systéme va exercer une force sur
cette masse dm pour la faire sortir (force exercée vers la droite). D'aprés
le principe des actions réciproques, la masse dm va exercer sur le ballon
une force vers la gauche. Cette force est appelée force de poussée.

2. La condition de décollage est qu'a t = 0, on doit avoir :

dv 0
— >
dt

On projette sur laxe Oz : v = vly, U = —Uul; et § = —gu.
On doit donc avoirat =0 :
DU > (Mf +Mgo) g
Soit Dmu > 4,508 x 10° N.
Laccélération vaut : a = 6,63 m.s~2.

3. On suppose qu’il reste des gaz dans la fusée. L'équation différentielle du
mouvement en projection sur Oz est :

d
(mf + mgo — Dmt)d_::)=—(mf +Mgo — Dmt) g + Dmu

On sépare les variables :

B Dmu— (Mf + Mgy — Dmt) @

dv = dt
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En simplifiant, on a :

Dmnu
dv = m dt — gdt
(Mt + Mgy — Dt)

Lintégration entre l'instant initial et linstant t donne :

= n
—Dm M + Mgo

v

On pose My = M¢ + Mgo. On a donc :

My — Dt
v=—uln ——=™ _gt
Mo
L'application numérique donne :
v=115ms"' =415km.h™"

Exercice 22.5 : Tourniquet hydraulique (PC-PSI)

On considere un tourniquet utilisé pour I’arrosage des pelouses, en rotation
autour d’un axe vertical. De I’eau arrive dans le tube vertical avec un débit mas-

g 7 7 . 0 e
sique Dy constant. L’eau est éjectée par deux orifices faisant un angle de 3 par

rapport aux deux tubes horizontaux et a la vitesse relative U par rapport au tube.
Les deux sorties d’eau sont dans un plan horizontal.

On appelle J le moment d’inertie par rapport a I’axe vertical du tourniquet et de
I’eau contenue dans celui-ci. Les frottements au niveau de I’articulation sont
modélisés par un couple de moment —kw.

Déterminer la vitesse angulaire du tourniquet w en fonction du temps sachant
qu’il est immobile at = 0.

vue de dessus

Analyse du probléme

Le systéme {tourniquet + eau} est un systéme ouvert. Il faut donc se ramener a un
systéme fermé pour appliquer le théoréme du moment cinétique en projection sur
I’axe A orienté suivant +0. L’énoncé donne la vitesse relative de I’eau qui sort par
rapport au tube. Il faut donc appliquer la loi de composition des vitesses.
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Définition du systéme fermé :

partie commune dm partie commune |

schéma a t schéma a t + dt

Le référentiel absolu est le référentiel terrestre supposé galiléen. Le réfé-
rentiel lié au tourniquet est en rotation autour de l'axe Oz. Pour un point
matériel, la loi de composition des vitesses s'écrit

Ua (M) = vy (M) + U (M). La vitesse d’entrainement au point |; a lins-

tant t + dt vaut : aw (t 4 dt) Ug; car le point coincidant avec | a un mou-

vement circulaire de centre O et de vitesse angulaire w (t + dt).

On se raméne a un systéme fermé X de la fagon suivante :

e Systéme fermé X at : PC (partie commune représenté en traits gras sur
le schéma : tube vertical + deux tubes horizontaux + eau contenue dans
les tubes) + masse dm qui rentre pendant dt.

e Systéme fermé X a t +dt : PC (partie commune) + masse dm; qui sort
pendant dt + masse dm, qui sort pendant dt.

On a conservation de la masse, donc dm=dm; + dm,, soit en divisant par dt :

Dm = Dml + Dm2

Bilan de moment cinétique par rapport a l'axe A :

On note w (t) la vitesse angulaire linstantt et w(t +dt) = w () + dw la
vitesse angulaire a t + dt.

A linstant t : oa (1) = Jw (). La masse dm qui rentre pendant dt n'est pas
encore dans le tube en rotation. Son moment cinétique est nul.

A linstant t + dt :

oa (t+dt) = Jw (t + dt) 4+ oa (masse dm;) 4+ o4 (masse dmy) .

On a besoin de calculer le moment cinétique des masses dm; et dm, :

- — . . :

e go(dmy) = Ol; Admyv;. La vitesse relative de la masse dm; est
—Ulg,. On a vu que la vitesse d'entrainement est aw (t + dt) Up,. La
vitesse absolue est donc : —ulp, +aw (t +dt)Ug,. On a donc :

go (dmy) = (aly; — Tg,) A dmy (—uly, + aw (t + dt) Ugy) . Soit :

oo (dmy) = Dydt a(—u + aw + adw) U,
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e De méme pour la masse dmy, on a:
oo (dmp) = (atiy — lg) A Dppdt (—ulip, + aw (t + dt) Gy, ) , soit :

oo (dmy) = Dppdt a (—u + aw + adw) U,

On néglige les termes dt dw qui sont des termes du deuxiéme ordre.
On a vu que Dy = Dy 4+ D, d'ol en divisant par dt :
UA(t+dt)—0A(t) d

w
i =JE+Dma(—u+aw)

Bilan des moments par rapport a l'axe A des forces extérieures :

® |e moment par rapport @ A des forces de pesanteur est nul car les forces

de pesanteur sont équivalentes a une force unique appliquée en G centre

de gravité du systéme a t. Comme G est sur l'axe Oz, alors la longueur

du bras de levier est nulle et le moment par rapport A est donc nul.

® Frottements au niveau de l'articulation modélisés par un moment égal a
—kw.

e |e moment des forces de pression atmosphérique est nul car ces forces et

les moments se compensent deux par deux.

Théoréme du moment cinétique en projection sur l'axe A :
Pour le systéme X, on a donc :
UA(t+dt)—UA(t) d

w
T Jdt + Dma(—u+ aw) w

D'ou l'équation différentielle :

dw = Dma’+k  Dpau
dt 37 YT 3

La constante de temps vaut :

B J
" DpaZ+k

T

La pulsation limite en régime permanent est :

Dmau
Dmaz +k

Wlim =

La solution de 'équation différentielle du premier ordre est :

—t
w = wiim + Aexp <7)
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Commeat=0w=0, onadonc A= —wjy. Dol :

o= (1= o0 (F))

Exercice 22.6 : Fonctionnement d'une hélice (PC-PSI)

On considére un écoulement homogene, parfait et incompressible. L’hélice est
animée d’un mouvement de rotation autour de son axe fixe, a vitesse angulaire
constante. On néglige son épaisseur ce qui revient a supposer que S = S. On
néglige les effets de la pesanteur. Le mouvement du fluide autour de 1I’hélice est
supposé stationnaire dans le référentiel terrestre galiléen et a symétrie de révolu-
tion autour de X'X. On considére un tube de courant représenté sur la figure ci-
dessous qui englobe 1’hélice. La pression py est supposée uniforme autour du
tube de courant. On appelle Dy, le débit massique.

1. Exprimer p, — p; en fonction de va,vp et .

2. Exprimer la force exercée par ’hélice sur le fluide de deux fagons et en dédui-
re la vitesse v du fluide au niveau de 1’hélice en fonction de v et vg.

3. Déterminer la puissance de la force exercée par I’hélice sur le fluide en fonc-
tion de Dy, va et vg par deux méthodes.

Po

Sa Do

Analyse du probleme

L’écoulement est HPPI. On pourra donc appliquer le théoréme de Bernoulli sur une
ligne de courant. Attention, on ne peut pas I’appliquer directement entre A et B car
la ligne de courant n’est pas définie au niveau de I’hélice. 11 faut donc 1’appliquer
entre A et | puis entre J et B.

Le fluide compris entre | et J est un systéme ouvert. Il faut se ramener a un syste-
me fermé pour pouvoir appliquer le bilan de quantité de mouvement, le premier
principe de la thermodynamique et le théoréme de 1’énergie cinétique.
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¥

1. Lécoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit
volumique. On note v; la vitesse au point | et v, la vitesse au point J. On
adonc: Dy =v1S = 1S. Comme § = S alors v; = v, que l'on note-
ra v par la suite.
L'écoulement est HPPI (homogéne, parfait, permanent et incompressible).
Le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant A — | s'écrit :

Pa % P1

v
— 4+ £ +gA——4~—+wl
poo 2 1

Comme zp = Z; et pa = Po, on a donc :

Po, VA _ P

+ = =— —l— - (eq 1)
w2
Le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant J — B s'écrit de méme :
2 2
v v
Poy %Py Y (eq2)
W 2 W 2

En faisant la différence des équations 1 et 2, on a :

2 2
Po— P11 Vg —Vp

L 2

Remarque: Si I’hélice est plongée dans un liquide de masse volumique élevée, alors
la pression p; peut devenir faible et inférieure a la pression de vapeur saturante. Des
poches de vapeur peuvent se former contre I’hélice. C’est le phénoméne de cavitation
et ’implosion de ces poches de vapeur conduit a la détérioration de 1’hélice.

%

414

2. a. Premiére méthode : systéme ouvert compris entre | et J
Définition du systéme fermé :

Le fluide compris entre | et J est un systéme ouvert. On se raméne a un sys-
téme fermé X de la facon suivante :

e Systéme fermé X at : partie commune (PC) comprise entre | et J + masse
dm; qui rentre pendant dt.

e Systéme fermé X at +dt : partie commune (PC) comprise entre | et J +
masse dmy qui sort pendant dt.

dm1
dm2

partie commune partie commune

schéma a ¢ schéma a ¢t + dt
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Bilan de quantité de mouvement :
A linstant t, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
P (t) = Ppc (1) +dm; v,

A linstant t +dt, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :

P (t 4+ dt) = Ppc (t +dt) + dmyv;
Comme on est en régime permanent, on a : Ppc (t) = Ppc (t +dt). La
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contrdle) est
la méme a linstant t et a linstant t + dt. On a conservation du débit mas-

sique, donc :
dm; = dmy, = Dydt

Comme v; = vy on en déduit :

Pt+d)—p®
dt

= D (% — 91) =0

Bilan des actions extérieures :
e Forces de pesanteur négligées d’'aprés 'énoncé.
e Force F; exercée par ['hélice sur le fluide.

e Forces de pression extérieures : forces de pression s'exercant sur surface
S : p1Sly + forces de pression s'exercant sur la surface S : —p, Sy
+ forces de pression s'exercant sur la surface latérale

— -
f/ —PodSext = 0 par symétrie puisque les forces s'annulent pas deux.
Le théoréme de la quantité de mouvement s’écrit donc :

Pt+d)—p
dt

=0= 'EI + p1Silx — P2 Sl
En utilisant le résultat de la question 1, on en déduit que :

p (v — vi)

Su
5 X

Fi = (p2— p1) Stx =
b. Deuxiéme méthode : systéme ouvert compris entre A et B
Définition du systéme fermé :

Le fluide compris entre A et B est un systéme ouvert. On se raméne a un
systéme fermé X de la facon suivante :

e Systéme fermé X a t : partie commune (PC) comprise entre A et B +
masse dmy qui rentre pendant dt.

e Systeme fermé ¥ at +dt : partie commune (PC) comprise entre A et B +
masse dmy qui sort pendant dt.
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dm1 . .
partie commune partie commune

dm2

Po

"

DPo Po
schéma a ¢ schéma a ¢ + dt

Bilan de quantité de mouvement :
A linstant t, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
P (t) = Pec (1) +dmva
A linstant t +dt, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
P (t +dt) = ppc (t +dt) +dmvg
Comme on est en régime permanent, on a : Ppc (t) = Ppc (t +dt). La
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contrdle) est

la méme a linstant t et a linstant t + dt. On a conservation du débit mas-
sique, donc :

dm; = dm, = Dydt
On en déduit :

Pt+d)— P
dt

= Dm (Vg — Ua)

Bilan des actions extérieures :
e Forces de pesanteur négligées d'aprés ['énoncé.

e Force Izl exercée par ['hélice sur le fluide.
e Forces de pression extérieures : #—po%ext =— f// gTaleo dr=0
%

car la surface est fermée et la pression est uniforme.
Le théoréme de la quantité de mouvement s'écrit donc :

pt+d)—p)
dt

= D (U — ¥a) = Fy

¢. On a deux expressions de la force F; exercée par ['hélice sur le fluide :

- W2 _ a2
A L
S(vn —
On a donc : uSv(vg — va) = pS(ve Ug) (v + UA)'
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En simplifiant, on a donc :

VA + UB
2

3. a. Premiére méthode : Premier principe de la thermodynamique

On considére le systéme ouvert compris entre | et J. On se raméne a un sys-

téeme fermé X de la facon suivante :

e Systéme fermé X at : partie commune (PC) comprise entre | et J + masse
dm; qui rentre pendant dt.

e Systéme fermé X a t +dt : partie commune (PC) comprise entre | et J +
masse dmy qui sort pendant dt.

dm1

partie commune partie commune

schéma a ¢ schéma a ¢ + dt

On a vu dans l'exercice 22.1 l'expression du premier principe de la thermo-
dynamique pour un systéme ouvert en régime permanent avec une entrée et
une sortie :

dm(hy —hy) =W +9Q

L'écoulement est parfait. La transformation est donc adiabatique et réver-
sible, c'est-a-dire isentropique. On a donc 6Q = 0.

W est le travail indiqué (travail recu des parties mobiles de la machine). On
a W, = Pdt.

En divisant par dt, on a :

P = Dm (h, —hy)

Pour calculer hy —hy, on utilise lidentité thermodynamique
dH = TdS+ Vdp. On divise par la masse pour passer en grandeurs mas-
siques. Le volume massique est l'inverse de la masse volumique. On a donc :

1
dh=Tds+ —dp
ol

ds = 0 car la transformation est isentropique. On intégre entre l'état 1 et

1
'état 2, soit: hy —hy = — (P2 — p1)-
1
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On a donc :
- Sv
P:Dmp2 b= (P2 — P1)
7
2 _ .2
On a vu dans la question 1 que pp — p1 = M.

On en déduit la puissance de la force exercée par 'hélice sur le fluide :
P— lD ( )
=5-mlils UA)

Interprétation physique
Si Sg < Sa alors vg > va. Lhélice fournit de la puissance au fluide
(P > 0). Cest le cas étudié dans cet exercice.

Si Sg > Sa alors vg < va. Lhélice absorbe de la puissance du fluide
(P < 0).

Exercice 22.7 : Force exercée sur une plaque (PC-PSI)

On considére un jet d’eau qui frappe une plaque immobile dans le référentiel ter-
restre galiléen. L’écoulement de 1’eau est homogene, parfait, permanent et
incompressible. On appelle py la pression atmosphérique et on néglige les effets
de la pesanteur. La vitesse de 1’eau dans le jet est vy = vUj et la vitesse de I’eau
en un point de la surface de sortie est v = v,Ur en notant U, le vecteur radial des
coordonnées cylindriques. On représente sur la figure ci-dessous un tube de cou-
rant. On note § la surface de la section droite du jet incident, S la surface de la
section droite de sortie du jet et S, la surface de la plaque.

Calculer la force subie par la plaque de la part de 1’eau et de 1’air en considérant
deux systemes différents.

Uy
(%) 1\
jet d’eau
\ i
|—> v N —>
o z
Sh Po \ N
plaque

2

So
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Analyse du probléme

On va appliquer le théoréme de la quantité de mouvement a deux systémes diffé-
rents. Le premier systéme contiendra uniquement le fluide alors que le deuxiéme
systéme contiendra les obstacles. On verra que les calculs sont souvent plus simples
quand on englobe les obstacles.

Attention : on a une invariance par rotation autour de I’axe Oz. La figure repré-
sente uniquement une projection pour un angle 6 donné.

2@ a. Premiére méthode : systéme ouvert compris entre A et |J

Définition du systéme fermé :
Le fluide compris entre A et | J est un systéme ouvert.

masse qui sort pendant d¢

partie commune partie commune

dm1

schéma a ¢ schéma a ¢ + dt

On se rameéne a un systéme fermé X de la facon suivante :

e Systéme fermé X a t : partie commune (PC) comprise entre A et | J +
masse dmy qui rentre pendant dt.

e Systéme fermé X at +dt : partie commune (PC) comprise entre Aet | J
+ masse qui sort pendant dt. Attention, cette masse est répartie sur une
couronne d'axe Oz et en chaque point la vitesse est v, .

Bilan de quantité de mouvement :

A linstant t, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
P (1) = Prc (t) +dm7,

A linstant t +dt, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
P (t +dt) = ppc (t +dt) + 0. En effet, la somme des quantités de mou-
vement des petites masses qui sortent pendant dt est nulle car elles sannu-
lent deux par deux.

Comme on est en régime permanent, on a : Ppc (t) = Ppc (t +dt). La
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contrdle) est
la méme a linstant t et a linstant t + dt. On a dm; = Dpdt.

On en déduit que :

pt+d)—p
dt

= — Dml_))]
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Bilan des actions extérieures :
e Forces de pesanteur négligées d'apres l'énoncé.

e Force F; exercée par la plaque sur l'eau.

* Forces de pression extérieures : Fp.

Le calcul des forces de pression extérieure est délicat. On utilise souvent la métho-
de suivante : on se ramene a un systéme fermé soumis a des forces de pression uni-
forme.

Méthode pour calculer les forces de pression extérieure sur le fluide

On chercher a calculer la résultante des forces de pression extérieure qui
s'exercent sur le fluide. Ces forces s'exercent sur la surface X représentée
en traits pleins sur la figure.

On définit la surface X, représentée en traits pointillés sur la figure.

La surface X; + X, est une surface fermée.

# _pOd_)Sext=—././/gl’—a()1podT=6
\%

IR DY)

La résultante des forces de pression sur cette surface fermée X; 4+ X, est
nulle puisque la pression pg est uniforme.

On peut décomposer cette somme en deux termes :

* résultante des forces de pression qui s'exercent sur X : Fp.

e résultante des forces de pression qui s'exercent sur X : — poSyUy.

-

Onadonc: 0= |Ep — PoSplz.
Soit :

Fp = - pOS)Gz
Le théoréme de la quantité de mouvement s'écrit donc :

Pt+d)—p
dt

= —Dmy; = pOSpUz + 'EI
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La force que la plaque exerce sur l'eau est donc :

Fi = —Dmv1 — poSpl;z
D'aprés le principe des actions réciproques, la force que l'eau exerce sur la
plaque est : —F; = Dnt; + poSpliz-
La force que l'air ambiant exerce sur la plaque est —poSpUs.

On en déduit donc la force subie par la plaque de l'eau et de ['air ambiant
est

F, = Dmu)

b. Deuxiéme méthode : systéme ouvert compris entre A et 1J en englo-
bant la plaque

On reprend quasiment le méme systéme que précédemment mais on englobe
la plaque. On va voir que les calculs vont étre beaucoup plus simples.

Définition du systéme fermé :

masse qui sort pendant d¢

partie commune T partie commune T

L¥]
schéma a ¢ schéma a t + dt

On se raméne a un systéme fermé X de la facon suivante :

e Systéeme fermé X a t : partie commune (PC) comprise entre A et | J +
masse dmy qui rentre pendant dt + plaque.

o Systéme fermé X a t +dt : partie commune (PC) comprise entre A et | J
+ masse qui sort pendant dt.

On a le méme bilan de quantité de mouvement puisque la plaque est immo-
bile :

pt+dH—pw

dt =~ Dy

Bilan des actions mécanique extérieures :
® Forces de pesanteur négligées d'aprés 'énoncé.

® Force F,, exercée par un opérateur pour maintenir la plaque en équilibre.
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e Forces de pression extérieures. La résultante des forces de pression exté-
rieures est nulle car la pression est uniforme et s’applique sur une surfa-

ce fermée : ﬁ pod ext = /// grad po dr=0

On a donc :
—Dml_}] :6+ lzop‘i‘(_j

Il reste a appliquer le théoréme de la quantité de mouvement a la plaque
immobile dans le référentiel terrestre galiléen. Elle est soumise & Fop (force

exercée par un opérateur pour la maintenir en équilibre) et a F, (force exer-
cée par l'eau et l'air ambiant). On a donc Fop + F» = 0, soit :

F» = Dmi)
On retrouve bien le résultat établi avec la premiére méthode.

On retient qu’il est souvent plus simple d’englober les obstacles pour calculer la
force qui s’exerce sur un obstacle.
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Acoustique

Exercice 23.1 : Tuyau d’orgue (PC-PSI)

On considere un tuyau d’orgue rempli d’air de masse volumique ziy. On note p;
la surpression acoustique et U; la vitesse particulaire. La célérité du son est notée
C. Dextrémité est fermée en X = 0 et ouverte en X = L. On cherche p; (X,t) sous
la forme d’ondes stationnaires : p;(X,t) = po cos(wt) cos(KX + ¢).

1. Déterminer la vitesse particulaire en fonction de Py, 1, C, w, K, X et ¢.

2. Déterminer la fréquence vy du fondamental et les fréquences des harmoniques
vy avec N entier. Déterminer la position des noeuds et des ventres de surpression
acoustique pour vy et V.

3. L’amplitude maximale du déplacement des particules est &, = 0,4 mm. En
déduire I’amplitude maximale py de la surpression acoustique pour la fréquence
V.

Application numérique : iy = 1,3kg.m™> ; c =340m.s"! ; L = 60 cm.

Analyse du probleme
Cet exercice traite d’un probléme d’acoustique. On ne peut pas utiliser I’impédan-

ce acoustique car ’onde est stationnaire. L’équation d’Euler permet d’en déduire la
vitesse particulaire. Il faut faire attention aux conditions aux limites.

Cours: Approximation acoustique

On considére une onde sonore qui se propage dans un fluide. Au repos, le fluide a une masse
volumique fi, une pression Py et une vitesse particulaire nulle.

Lorsque I’onde sonore se propage, les grandeurs précédentes sont modifiées en chaque point
du milieu :

» La pression P peut se mettre sous la forme P = Py + p;. On appelle p; la pression
acoustique ou surpression avec |p;| < Pp.

* La masse volumique peut se mettre sous la forme : 1 = py + 11 avec |u1| < -
« La vitesse particulaire peut se mettre sous la forme : G = 0 + Uj.

P1, 11 et Uy seront considérés comme des infiniment petits du premier ordre.

Equations utiles dans les exer cices d’ acoustique

On utilisera trois équations qui découlent directement du cours de mécanique des fluides et
de thermodynamique en se plagant dans le cadre de 1’approximation acoustique.
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Premieéreéquation : équation d’Euler. On néglige le terme d’accélération convective qui est
du deuxiéme ordre. On a alors :

U _ g
— = —gra
Ho =5 grad pi
Deuxieme équation : équation de conservation de la masse.

% + i div (Gy) = 0
Troisiéme équation : coefficient de compressibilité du fluide.
_ldp 1T

T ndP g pr

En combinant la deuxiéme et la troisiéme équation, on a :

X0

3 (Loxop1)

S o div(dn =0

On dérive par rapport au temps et on commute les dérivées partielles :

(9l
+ po div TS =0 (eq.1)

3% pi

ﬂoXOW

La divergence de la premiére équation s’écrit :
ol
aiv (1 - ) = —div (&) = -y
Soit :

ot
On en déduit de (1) et (2) I’équation de d’Alembert :

2

9°p1
Ap| = —
P1 HoXo 912
On a la méme équation de d’Alembert pour Uj.
La célérité du son dans le milieu est :
1
C=
V HoX0
M éthode pour obtenir larelation de dispersion :
On injecte Py (X,t) dans I’équation de d’Alembert :
_13%p
PL="2%¢

1
Ona: —k? p1 = —ng p1, d’ou
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1. La surpression est p; (X,t) = po cos (wt) cos (KX + ¢).
L'équation d’Euler en projection sur l'axe OX s'écrit :

0 0
Mo% - —8—'[)’(1 — pok cos (wt) sin (KX + )
On obtient :
k
u = PoX sin (wt) sin (KX 4+ ¢) = P sin (wt) sin (KX + ¢)
o W HoC

La constante d'intégration est nulle dans tout le cours sur la propagation des
ondes.

2. Conditions aux limites.
L'extrémité X = O est fermée : la vitesse particulaire est nulle. On doit
donc avoir u; = 0 pour X = 0, soit sin ¢ = 0. On choisit alors : ¢ = 0.
L'extrémité X = L est ouverte : la surpression est nulle. On doit donc avoir
p; = 0 pour X = L, soit cos(kL) = 0. Ce qui implique :
T

kL = 7 +nm
avec N entier positif ou nul.
On a vu que w = Kc. On a alors :

La fréquence 1 (obtenue avec N = 0) est appelée le fondamental :
Cc

T aL

Les autres fréquences sont les harmoniques impairs :
vn = (1 4+ 2n)

On peut définir une longueur d'onde A\, définie par :

)

Comme kL = g + n7, alors

2 1 /o
L (G+m)

A L \2
On en déduit la longueur d’onde :
4L
An =
" 1+42n
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a) Etude du fondamental de fréquence v

Noeuds de vibration de surpression acoustique :
On cherche a déterminer la position des noeuds de vibration de surpression
acoustique, c'est-a-dire les points pour lesquels :

2m
—X] =0
cos(/\0 )

27TX 7T+m
_ —_ = s
N T2

On doit donc avoir :

avec m entier relatif.

Pour chaque valeur de m, on a une abscisse :
Ao Ao

Xm = — +m—=

Mg 2

Ventres de vibration de surpression acoustique :

La position des ventres de vibration de surpression acoustique s'obtient
lorsque :

On doit donc avoir :

avec ( entier relatif.
Pour chaque valeur de g, on a une abscisse :

Xq =07
Remarque : On retrouve le résultat connu : la distance entre deux noeuds succes-

. A . . A )
sifs est 70. La distance entre deux ventres successifs est 70. La distance entre un

A
noeud et un ventre est TO'

On représente sur la figure 3

z@ ci-contre les ondes de pres- surpression acoustique
sion pour différentes valeurs 2,5
de pp a un instant t. 9
On vérifie que l'on a bien un 15
ventre de surpression en ’
X =0 et un noeud de sur- 1
pression en X = L. 0.5

0 0,1 0.2 0,3 0.4 05 0.6
X
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b) Etude de 'harmonique de fréquence v, = 31

La longueur d'onde A; est :

4L
)\IZT

Noeuds de vibration de surpression acoustique :
Les noeuds de vibration sont pour :

A . A1
m= 4 2
avec m entier relatif. On a alors :
. — L n mZL
mT 3 3

L
On a deux points : X = 3 et X = L.

Ventres de vibration de surpression acoustique :
Les ventres de vibration sont pour :

Al
Xq = qj
avec ( entier relatif. On a alors :
2L
A=A
. 2L
On a deux points : X =0 etX=?
31 surpression acoustique
2 N
1 N
07 01
72,
_3,

. . . Al
Remarque : On vérifie que la distance entre deux noeuds successifs est — et que

. A1
la distance entre un noeud et un ventre est T

¥

3. La vitesse particulaire est la dérivée du déplacement & par rapport au
temps. On a donc :

_ 98 P0Gt sin (ko)

U = =
ot ,LL()C
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On integre :

Po .
=— cos (wt) sin (kx
§ oG (wt) sin (kx)
On a toujours la constante d'intégration nulle dans le cours sur la propaga-
tion des ondes.
Lamplitude maximale du déplacement des particules est :

Po _ _Po
foCw  poke?

gmax -

Comme Ag = 4L, on en déduit :

Po Po 2L
> M0 = ;4L =Po 2
7T/,LOC 27T/,LOC 7T/.LOC

gmax =

Finalement la surpression maximale est :

Exercice 23.2 : Coefficients de réflexion et de transmission

430

(PC-PST)

On considere une onde plane progressive monochromatique acoustique se pro-
pageant dans le sens des X > 0 dans le milieu 1. La vitesse particulaire est notée
U; = Ujp exp (i (wt —K;X)). Elle arrive a I'interface entre deux milieux de surfa-
ce Sal’abscisse X = 0.

On note ;, Ci, iy, C, Za1 €t Zy les masses volumiques, célérités du son et
impédances acoustiques dans les milieux 1 et 2.

On pose Za1 = (41C1,Zax = (4,0 et @ = Zﬁ

Za

1. Montrer qu’il existe une onde réfléchie et exprimer U, et U, en fonction de r et
t les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude pour la vitesse. En
déduire b p etp puis r ett en fonction de .

2. Définir le vecteur de Poynting sonore et I’expression de la puissance sonore a
travers la surface S. Calculer les coefficients de réflexion R et de transmission T
en puissance moyenne en fonction de a. Calculer R 4 T et interpréter physique-
ment. Que se passe-t-il si Zgp > Z5; ?

M1 S 2
C1 | C2
>ac
milieu 1 | milieu 2
z=0
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Analyse du probléme

Cet exercice traite d’un probléme d’acoustique avec deux milieux de propagation.
On peut utiliser I’impédance acoustique car on a une onde plane progressive.
Attention au signe de I’impédance acoustique pour 1’onde réfléchie.

11 faut savoir écrire les conditions aux limites en X = 0.

Cours: Impédance acoustique
Onde plane progressive monochromatique se propageant danslesensX > 0 :

On considére une onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens des
X > 0 dans le milieu 1, notée OPPM#. La vitesse particulaire est :

U = Ujg exp (i (wt —k;iX)).

L’équation d’Euler s’écrit dans le cadre de I’approximation acoustique en notation complexe :

o ap,
M0 = " ax
On a donc :
; . ap,
p1iwuig exp (i (wt — kix)) = -
aX
L’intégration donne avec la constante d’intégration nulle :
Uj .
p = Mlbkul 10 exp (i (wt —kyx))

On a la relation w = K;Cy.
On définit I’impédance acoustique dans le milieu 1 de I’onde OPPM@ :

Pio
Zag = — = uiC
Uio
Onde plane progressive monochromatique se propageant danslesensx < 0 :
Pour I’onde réfléchie dans le milieu 1, notée OPPMQ, la vitesse particulaire est :
Uy = Urg exp (i (wt +KkjXx)).
L’équation d’Euler s’écrit dans le cadre de I’approximation acoustique en notation complexe :

aQr _ 8_pr
M1 ot ax
On a donc :
. . op
pyiwlrg exp (i (wt +kiX)) = _aLxr
L’intégration donne avec la constante d’intégration nulle :
wu )
P, = —'u]k ro exp (i (wt +Kkyx))
- 1

On a la relation w = kjCj.
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L’impédance acoustique dans le milieu 1 de I’onde OPPMQ est :

Pro
== = —Za = —pC

Uro

Remarque : On définit I’'impédance acoustique pour une onde plane progressive méme si

elle n’est pas monochromatique (ou harmonique). On a les mémes résultats que ceux établis

précédemment.

Conditions aux limites

A Pinterface entre les deux milieux 1 et 2, on a deux conditions aux limites :

« Continuité de la vitesse particulaire : on n’a pas de « décollement » a I’interface entre
les deux milieux, donc U; (0,t) = U, (0,t).

+ Continuitédelapression : Si on applique le théoréme de la quantité de mouvement a un
¢lément de fluide de volume infiniment petit, on peut montrer que la somme des forces de
pression vaut 0. On a alors continuité de la pression ', 0,t) = b, 0,t).

Comment calculer u;, Uy, p,, p, ?

On note avec un indice i I’onde incidente, r ’onde réfléchie et t I’onde transmise.

Les équations étant linéaires, on peut appliquer le théoréme de superposition :
U =u+U ;bh=u;:p =p+P:p,=5

@ 11 ne faut pas écrire U; — U, pour calculer u; !!!

2 1. Onde incidente :
% La vitesse particulaire est : U; = Ujp exp (i (wt —Kk;X)).

Limpédance acoustique est : Z5; = % = 111C1. On en déduit la surpres-
i0

sion :
P, = pCiuig exp (i (wt — KkiXx))
avec w = K;¢y.
Onde transmise :
La vitesse particulaire est : U, = Utp exp (I (wt — koX)).

Limpédance acoustique est : Zy = % = [4»,Cy. On en déduit la surpres-
t0

sion :
B, = p2Calro exp (i (wt — kzX))

avec w = kyC;.
On suppose quil n‘existe pas d’onde réfléchie. Les relations de continuité de
la vitesse particulaire et de la pression s'écrivent en X =0 :

Y; (0,t) = u,(0,1)

p1Ci1Y; (0,1) = prCau; (0,1)
On devrait donc avoir : Zg; = Zgy ce qui est impossible puisque les deux
milieux sont différents. Il existe donc une onde réfléchie.
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Onde réfléchie :
La vitesse particulaire est : U, = Urq exp (i (wt + Kk;X)).

L'impédance acoustique est : % = —Za = —/4;C;. On en déduit la sur-
ro

pression :
P, = —pCilrg exp (i (wt + KiX))

On définit r et t les coefficients de réflexion et de transmission en ampli-

u u
tude pour la vitesse : r = L L

Uio Uio
Finalement, on a :
U; = Ujp exp (i (wt — kX))
B, = piCilip exp (i (wt —kiX))

U, = rujgexp (i (wt + kiX))
P, = —HCir Uig exp (i (wt + kiX))

Uy = tuig exp (i (wt — koX))
P, = maCatuig exp (i (wt — kX))

On écrit les conditions aux limites en X = 0 : continuité de la vitesse par-
ticulaire et de la surpression :

u;(0,t) = u,(0,1)

p,(0.0) = p,(0.0)

On doit donc avoir :
p,(0.) + p,(0.1) = p,(0.1)

Finalement, on obtient un systéme a deux équations et deux inconnues per-

mettant de calculer r ett :

I14+r =t
p1C1 — g CiF = f1pCot

Dol :
‘1+r=t
1—r=aot

On fait la somme des deux équations : 2 =t(1 4+ «). D'oli :

B 2
T 1l4a
Commer =t —1, on en déduit: r = 7 — 1. Finalement, on a :
«
1 -«
r =
14+«
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2. Onde incidente :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est :

M = piu; i

& Il faut travailler en grandeurs réelles car on a le produit de deux grandeurs sinu-
soidales.

2@ On a alors : l:Ii = 1;Cy uizo cos? (wt — k1 X) Uy.
Le signe + traduit la propagation de l'onde dans le sens des X > 0.

2

. : 1 :
Comme la moyenne de la fonction cos” sur une période vaut X on en déduit

la moyenne du vecteur de Poynting sonore :
- 1 5 -
<Hi> = 11 CiUjUx

La puissance moyenne de l'onde incidente est :

= R 1
(P) =f/<ni>-d8ux= SICIULS
S

Onde réfléchie :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde réfléchie est :

N

I, = —pruy Uy

On a alors : T, = —ulclrzuizo cos? (wt + k1 X) Ty.
Le signe — traduit la propagation de l'onde dans le sens des X < 0.
La moyenne du vecteur de Poynting sonore est :

- 1 R
<Hr> = —E/,”Clrzuizou;(
La puissance moyenne de l'onde réfléchie est :
= - 1 2,2
<PI’> - (Hr> (_d&Jx) = EILLIC]r uiOS
S

Onde transmise :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est :

Iy = prUliy
On a alors : l:It = ,uzcztzuizo cos? (wt — kyX) Uy.

Le signe + traduit la propagation de l'onde dans le sens des X > 0.
La moyenne du vecteur de Poynting sonore est :

- 1 _
<1‘It> = Epzcztzuizoux
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La puissance moyenne de l'onde transmise est :
= . 1
Py = [[ () @St = 5 (emer) ey
s

On en déduit le coefficient de réflexion R en puissance moyenne :

_ (R _
(R)
Le coefficient de transmission T en puissance moyenne est :
P
— Q = at?
(R)
On calcule la somme R+ T :
R+T:<1_a>2 4o 2:1+a2—2a2+4a
14+« 1+ 1+
En simplifiant, on a :
1 2
(1+a)

Cette relation traduit la conservation de la puissance a la surface S d'abs-

cisse X = 0 : la puissance de l'onde incidente se répartit entre l'onde réflé-

chie et l'onde transmise.

Cas particulier si Zgp > Za; : on a a > 1. On en déduit les expressions
Lo et =
I+« I+«

pond a la réflexion sur un mur. Toute la puissance de l'onde incidente est

réfléchie. On vérifie que lona R=1¢et T =0.

approchéesder ett:r = ~ (. Ce cas corres-

Exercice 23.3 : Transmission a travers une membrane”™ (PC-PSI)

On considére une membrane infiniment fine de masse surfacique o. On note
c=340m.s~! la célérité du son dans Iair et sy = 1,3 kg.m~> la masse volu-
mique de I’air. L’impédance acoustique de I’air est Z; = p,C.

Une onde acoustique se propage dans le sens des X > 0 dans la région 1. La sur-
pression de 1’onde incidente est P, = Pioexp (i (wt —kx)). Elle arrive a I’inter-
face X = 0. On suppose que I’on a continuité de la vitesse particulaire pour
X = 0 et que la vitesse de la membrane est ¢gale a la vitesse de I’onde transmi-
se. On définit r et t les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude
pour la surpression. On définit T le coefficient de transmission en puissance et
Tag = 10 log T.

1. A cause de la membrane, on n’a pas continuité de la pression. Appliquer le
théoréme de la quantité de mouvement a la membrane en supposant qu’elle vibre
en bloc. Déterminer I ett en fonction de w, y,C et o.
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2. Déterminer T le coefficient de transmission en puissance en fonction de w et
wo. Exprimer wy en fonction de i, C et o.

3. Calculer o pour atténuer de 70 dB un signal sinusoidal de fréquence 2000 Hz.

. membrane ]
air air

| S
7

4z
région 1 région 2

Analyse du probléme

Cet exercice traite d’un probléme d’acoustique avec la transmission a travers une
membrane. On pourra utiliser I’impédance acoustique en faisant attention au signe
pour I’onde réfléchie.

La difficulté est d’écrire correctement les conditions aux limites en X = 0. L’énoncé
donne les deux équations a écrire.

2& 1. Onde incidente :

La surpression est :
P, = Pioexp (i (wt — kx))

Limpédance acoustique est : Z; = ? = 1pC. On en déduit la vitesse par-
i0
ticulaire :
U= P2 exp (i wt — kx))
HoC
avec w = kc.

Onde réfléchie :
La surpression est :

B, =rpioexp (i (wt+kx))

Limpédance acoustique est : ? = —Z5 = —poC. On en déduit la vitesse
ro
particulaire :
I pi .
U = — P ep 0 (ot + k)
HoC
avec w = Kkc.

Onde transmise :

La surpression est :
P, =1tPio exp (i (wt — kx))
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L'impédance acoustique est : Z5 = % = poC. On en déduit la vitesse par-
t0
ticulaire :
tp; .
U = =Pio exp (i (wt — kx))
HoC
avec w = Kc.

Expressions de la surpression et de la vitesse particulaire dans chaque
milieu :

Dans le milieu 1, on a ‘p,=p +0p,.

Dans le milieu 2, on a : U, = U,.

Continuité de la vitesse particulaire pour X =0 :
u, (0,1) =u, (0,1)
On a donc :
Y (0,1) +u, (0,t) =u, (0,1)
On obtient finalement :
l-r=t

On peut étre surpris de ne pas retrouver la relation rencontrée dans de nombreux
exercices : | +r =t. Ici, r estle coefficient de réflexion en amplitude pour la sur-
pression et non pour la vitesse particulaire.

Théoréme de la quantité de mouvement a la membrane :
Bilan des actions :
® Forces de pression exercées par la région 1 :

P, Sk = (p, (0,1) + p, (0,1)) Sl

e Forces de pression exercées par la région 2 : —Ezsljx = —(Et (0,1)) Siix.

La masse de la membrane est m = ¢S.
La membrane vibre en bloc d'aprés ['énoncé, on a :

Umembrane = Uy (0,) = U, (0,t) = u; (0,t)

On applique le théoréme de la quantité de mouvement a la membrane :

damembrane -
—membrane _ _ Si
@0 (P1 — p2) SUx
On a donc :
du, (0,1)
oS = (B O.O+p O =P OD)S
On en déduit :
L i (1+r—1t)
o—iw = —
HoC -
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Equations pour déterminer r ett :

On fait la somme des deux équations :

. oW
2=;<2+|—)
HoC

On en déduit le coefficient de transmission en amplitude pour la surpression :

1 1
t= 0w LW
1+1— I4+1—
2pC wo
211C
avec wy = “Ho%,
Le coefficient de transmission est donc un filtre passe-bas du premier ordre.
On pose :
t=texp(io)
avec
1
t =

w2
1+(%)
Si la pulsation de l'onde incidente est trop grande, l'onde sonore ne traver-

se plus la membrane et toute la puissance de l'onde est réfléchie.
2. Onde incidente :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est :

2
IT; = pjujly = h cos’ (wt — kx) Uy

HoC

@ 11 faut travailler en grandeurs réelles car on a le produit de deux grandeurs sinu-
soidales.

2& La moyenne du vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est :
2
<Hi> — hﬁx
2/.L()C

La puissance moyenne de l'onde incidente est :

- R 1P
(H>=/S/<Hi>'dSlJX=§ﬁS
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Onde transmise :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est :

o t2 p_2
Iy = ptutﬁx = —10 ¢o¢? (wt — kx + ¢) Uy
HoC
La moyenne du vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est :
- t2p2
()= o8,
2/,LOC

La puissance moyenne de 'onde transmise est :

= - 1t2p)
(Py) —//{nt)-dSux =5 g
S

Le coefficient de transmission en puissance est :
(P) 1

P)y 2
Le coefficient de transmission en puissance peut s'exprimer en décibels :

f 2
Tags =101log T = —1010g<1 + (f_) )
0

On chercher a avoir Tqg = —70, soit :

F\2
70 = IOIOg(l + <—> )
fo

On doit donc avoir :

Soit :

107 — 1

D’aprés 'énoncé, f = 2000 Hz. On en déduit : fo = 0,63 Hz.
On a vu que :

2140C
Wy = 2 f() = &
o
On a donc :
2140C
o= H0% _ 220 kg m2
27 fo
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